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Wittgensteinova filozofija matematike

Michael Dummett

prevedel Gregor Golobi¢

WITTGENSTEINOVA FILOZOFIJA
MATEMATIKE

Od casa do casa je Wittgenstein v posameznih beleZnicah zabeleZil ideje o filozo-
fiji matematike, ki so mu priSle na misel. Njegove nedavno izdane Opazke o te-
meljih matematike sestojijo iz izvleCkov, ki so jih uredniki naredili iz petih tak-
Snih beleZnic. Niti teh niti katerih drugih opazk iz teh beleZnic avtor ni nameraval
izdati v knjiZni obliki. Da tega kot takSnega ne moremo upoStevati in ne bi smeli
kritizirati, nas ne preseneca, Ceprav prinasa razocCaranje. Veliko misli je izraZenih
na nacin, ki ga je avtor Stel kot nenatan¢nega in nejasnega; nekateri odlomki so v
protislovju z drugimi; nekateri so zelo neprepricljivi; nekateri so v nasprotju z ide-
jami, ki jih je sicer imel Wittgenstein, vendar te ideje v sami knjigi niso jasno
izraZene; Se drugi odlomki, posebej tisti o konsistentnosti in Godelovem teoremu,
so slabi oziroma vsebujejo jasne napake. Ker je tako, je treba knjigo obravnavati
kot takSno, kakrSna je — izbor iz belezk velikega filozofa. Kot je dejal Frege o
svojih neobjavljenih spisih: vsi niso suho zlato, vendar v njih je zlato. Ena od na-
log bralca je potemtakem izlociti zlato.

V razgovorih sem pogosto naletel na vtis, da je to znacilno za Wittgensteinova
dela v celoti; mnogokrat sem sliSal, kako so Raziskave oznacili kot dvoumne in
neprepricljive. To se mi zdi travestija resnice; ta knjiga z veliko jasnostjo izraza
mnogo prepricljivih, globokih in zelo natan¢nih idej — Ceprav je res, da utegne
kompleksnost nekaterih misli nestrpnega bralca zmesti. Kontrast s pricujoco knji-
go, ki smo ga nakazali, je docela posledica razli¢nih izvorov obeh knjig.

V filozofiji matematike stoji platonizem nasproti raznim stopnjam konstruktiviz-
ma. Po platonizmu matematic¢ni predmeti obstajajo neodvisno od nas in so v dolo-
¢enih medsebojnih odnosih, nasa naloga pa je, da te predmete in njihove medse-
bojne odnose odkrijemo. Konstruktivisti temu navadno oporekajo s sliko, po kate-
ri mi sproti ustvarjamo in konstruiramo matemati¢ne bitnosti. Za platoniste mora
biti pomen matematicne izjave razloZen v okviru njenih resni¢nostnih pogojev; za
vsako matematic¢no izjavo obstaja v matemati¢ni realnosti nekaj, zaradi cesar je
resnicna ali neresni¢na. Primer za takSno razlago pomena v okviru resni¢nosti in
neresnicnost je razlaga stav¢nih veznikov z resni¢nostno tabelo. Za konstruktivi-

™ Prevod je narejen po Michael Dummett, “Wittgenstein's Philosophy of Mathematics”, Truth and Other Enig-
mas, Duckworth, London 1978, str. 166-185. Clanek je pod istim naslovom izvirno izSel v The Philosophical
Review, vol. LXVIII, 1959, str. 491-509. — op. prev.
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ste pa mora biti splosna forma razlage pomena podana v okviru pogojev, v katerih
upraviceno zatrjujemo neko izjavo, to je v okviru okolis¢in, v katerih posedujemo
dokaz. Na primer: izjava, ki je sestavljena iz dveh, z nekim veznikom povezanih
izjav, mora biti razloZena s pojasnilom trditve, ki dokazuje sestavljeno izjavo v
okviru tistega, iz Cesar sestoji trditev, da je dokazala obe sestavni izjavi; tako bo
trditev, da je [A ali B] dokazano, postala trditev, da imamo metodo, ki vodi bodisi
k dokazu za A bodisi k dokazu za B. Kam bo to v praksi pripeljalo, bo odvisno od
stopnje privzetega konstruktivizma; Ce se omejimo, na primer, na odlocljive izja-
ve, potem bo resni¢nostna tabela dobila sprejemljivo interpretacijo in bo uporabna
celotna klasic¢na logika; ¢e pa po drugi strani z intuicionisti dopus¢amo, da je ra-
zumljiv mnogo SirSi krog matemati¢nih izjav, potem bo v sploSnem prenehal ve-
ljati zakon izkljuCene tretje moZnosti in Se mnogi drugi klasicno veljavni zakoni.
V obeh primerih pa je za konstruktiviste pojem dokaza — ne pa pojma resnice in
neresnice — osrednji pojem za presojanje pomena matematicnih izjav.

Na platonizem in razne razlic¢ice konstruktivizma lahko gledamo — Ce ne uposte-
vamo predmeta, ampak metodo dokazovanja — ne kot na tekmece, marve¢ samo
kot na nacine razmejevanja razlicnih podrocij matematike. V tem primeru gre
samo za bistvene matematicne probleme jasnega formuliranja razli¢nih pojmo-
vanj in za podrobno raziskovanje matemati¢nih posledic vsakega posebej. Ce pa
po drugi strani gledamo na razli¢ne Sole kot na tekmece, potem ostaja filozofski
problem odlocanja o tem, katera od Stevilnih razlag je pravilna. Wittgensteinova
knjiga je miSljena samo kot prispevek k slednji nalogi. Zdi se naravno domnevati,
da gresta filozofska in matemati¢na naloga z roko v roki; kajti natanc¢na formula-
cija nekega pojmovanja ni nebistvena za odlocanje o njegovi pravilnosti, neprica-
kovane posledice tega, da to pojmovanje privzamemo, pa nas lahko pripeljejo do
revizije naSega mnenja glede njegove vrednosti. Wittgenstein se ne zmeni za ni¢
takega: zanj filozofija in matematika nimata kaj re¢i druga drugi; nobeno matema-
ticno odkritje ne more imeti nikakrdne zveze s filozofijo matematike.' Lahko bi se
zdelo, da je teoreticno privizenec tudi nasprotnega, da nobeno filozofsko mnenje
ne bi moglo — ali vsaj ne bi smelo — vplivati na postopke matematika. To se do
neke mere pokaZe v njegovi razpravi o zakonu o izkljuceni tretji moZnosti v mate-
matiki. Proti nekomu, ki vztraja pri tem, da se zaporedje “77777” bodisi pojavi v
razvoju Stevila  bodisi ne, uporabi argument, ki je podoben intuicionisti¢cnemu;
in vendarle se zdi, da ne Zeli podvomiti o veljavnosti, na primer, argumenta s pri-
meri v matemati¢nem dokazu, ampak samo oporekati nekomu, ki Zeli v toku filo-
zofske refleksije vztrajati pri zakonu izkljucenega tretje moznosti.”> Vendar tega ni
treba jemati preveC resno, ker bi bil Wittgenstein vselej zmoZen trditi, da sicer ni
pokazal, da so doloceni matematicni postopki napacni, je pa vseeno pokazal, da
nimajo takSnega pomena, kot smo jim ga bili pripravljeni pripisati. V svoji razpra-
vi o Cantorju vsekakor ni izkazal nobene bojazljivosti glede “navzkriZja z mate-
matikom™?. Mislim, da ni podlage za Witgensteinovo locevanje filozofije od ma-

! Primerjaj V, 13, 19; 1V, 52; tudi Raziskave, 11, XIV; 1, 124.

21V, 10.

31, Dodatek II.
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tematike, marvec da to izvira le iz njegovega sploSnega stremljenja, da obravnava
diskurz kot razcepljen v Stevilne razlicne otoke, med katerimi ni komunikacije
(izjave naravoslovnih znanosti, filozofije, matematike, religije).

Kot je pokazal Frege, je nominalisticni ugovor platonizmu — da je govor o “ab-
straktnih bitnostih” nerazumljiv — slab; ¢e verjamemo v objektivnost matematike,
potem ni mogoce ugovarjati niti temu, da razmisSljamo v okvirih matemati¢nih
predmetov, niti predstavi, ki gre zraven, da ti predmeti Ze obstajajo in ¢akajo, da
bodo odkriti. Prava alternativa ni niti formalizem. Formalist vztraja pri tem, da je
vsebina matemati¢nih teoremov preprosto ta, da ¢e obstaja kakSno podrocje, za
katerega veljajo aksiomi, potem bo za to podrocje veljal tudi teorem; in dodal bo
Se, da — dokler ne vemo, da so aksiomi kategoriCni — ni treba, da je izjava teorije
resni¢na oziroma neresnicna. Ne bo pa zavrnil klasicne logike, ker se bo strinjal,
da bo na kateremkoli posameznem podrocju, za katerega veljajo aksiomi, izjava
bodisi resni¢na bodisi neresnicna; poleg tega pa bo dopustil, da katerakoli dana
izjava bodisi sledi bodisi ne sledi iz aksiomov. Ker je izjava, da eksistira dokaz za
dano izjavo iz danih aksiomov, natancno v istem poloZaju kot, denimo, neka eksi-
stencna izjava v teoriji Stevil, za katero nimamo niti dokaza niti ovrZenja, forma-
list ni pridobil nobene prednosti; preklopil je zgolj z ene vrste matematic¢nih pred-
metov — Stevil — na druge — formalne dokaze.

Wittgenstein privzema neko razli¢ico (kot bomo videli, skrajno razli¢ico) kon-
struktivizma; po njegovem je za matematicno izjavo bistveno, da je zatrjena kot
sklep dokaza, medtem ko jaz predpostavljam, da za platonista bitje, ki bi nepo-
sredno dojemalo matematicno resnico, ne posredovano s sklepanji, ne bi bilo po-
polnoma nesmiselno. V Wittgensteinov konstruktivizem se stekajo mnoge smeri
miSljenja; najprej se bom ukvarjal z njegovim pojmovanjem logi¢ne nujnosti.

Dandanes zelo veliko Stevilo filozofov soglasa s kaksno obliko konvencionalistic-
nega pojmovanja logi¢ne nujnosti in nemara je teZzko ugotoviti, kakSno osvobodi-
tev je povzrocila ta teorija. Filozofski problem nujnosti je dvojen: kaj je njen iz-
vor in kako jo prepoznamo? Bog lahko doloci, da bo nekaj veljalo v dejanskem
svetu; toda, kako lahko celo Bog doloci, da naj nekaj velja v vseh moZnih sveto-
vih? Vemo, kaj je potrebno storiti, da ugotovimo, ali nekaj je resni¢no; toda, kak-
S$no razlago lahko damo o procesu odkrivanja tega, ali to mora biti resni¢no? V
skladu s konvencionalizmom vso nujnost vnesemo mi, in to ne v realnost, temvec
v nas jezik; neka izjava je nujna zaradi nase izbire, da ne bomo upoStevali niCesar,
kar bi jo falsificiralo. NaSe poznavanje logi¢ne nujnosti je postalo potemtakem
poseben primer nase vednosti o naSih lastnih intencah.

Konvencionalizem, ki je tako Siroko razSirjen, je kajpada spremenjeni konvencio-
nalizem. Ceprav vsa nujnost izhaja iz jezikovnih konvencij, ki smo jih privzeli,
pa izpeljava ni vedno neposredna. Nekatere nujne izjave so naravnost zapisi kon-
vencij, ki smo jih dolocili, druge so bolj ali manj oddaljene posledice konvencij.
Tako je “Ni¢ ne more biti v celoti istocasno zeleno in modro” neposredni zapis
neke konvencije, ker v pokaznem urjenju uporabe besed za barvo ni nicesar, kar
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bi kazalo, da nekaj, kar je na meji med zeleno in modro, ne smemo imenovati
“hkrati zeleno in modro”. “Ni¢ ne more biti hkrati zeleno in rdece” je po drugi
strani nujno zaradi posledic pomenov “zelenega” in “rdecega”, kot sta prikazana
v pokaznem urjenju. Ni nam bilo treba privzeti neke posebne konvencije, ki bi iz-
kljuCevala izraz “hkrati zeleno in rdece” iz naSega jezika, ker bi Ze to, da bi kdo
uporabil ta izraz, pokazalo, da se ni naucil tega, kar naj bi se naucil iz pokaznega
urjenja.

Kadar ta spremenjeni konvencionalizem apliciramo na matematiko, je rezultat
tega taka razlaga matematicne resnice, kakrSna nam je znana iz spisov logicnih
pozitivistov. Aksiomi matematicne teorije so nujni zato, ker so neposredni zapisi
dolocenih konvencij, ki smo jih privzeli glede rabe terminov teorije; matematiko-
vo delo pa je odkriti bolj ali manj oddaljene posledice tega, da smo privzeli te
konvencije, katerih posledice so povzete v teoremih. Ce raziskujemo, kak3en je
status logicnih nacel, v skladu s katerimi prehajamo od aksiomov do teoremov, je
odgovor, da je soglaSanje s temi naceli spet izraz tega, da smo privzeli jezikovne
konvencije, v tem primeru konvencije o rabi besedic “ce”, “vse” in tako dalje. Ta
razlaga je povsem povrSinska in odpravlja vse prednosti konvencionalizma, ker
puSca nepojasnjen status trditve, da imajo doloCene konvencije doloCene posledi-
ce. Zdi se, da Ce privzamemo konvencije, zapisane z aksiomi, skupaj s tistimi, ki
so zapisane z naceli sklepanja, potem moramo biti zvesti nacinu govorjenja, ki je
zaobseZen v teoremu; in ta nujnost nam mora biti vsiljena, nanjo moramo naleteti.
Sama ne more izraziti privzetja neke konvencije. Ta razlaga ne puSc¢a nobenega
prostora za katerokoli naslednjo takSno konvencijo.

Wittgenstein se gre polnokrvni konvencionalizem; logicna nujnost katerekoli izja-
ve je zanj vselej neposredni izraz jezikovne konvencije. Da je dana izjava nujna,
vselej izhaja iz naSe izrecne odlocitve, da obravnavamo prav to izjavo kot nespod-
bitno; ne more se opreti na to, da smo privzeli neke druge konvencije, za katere
odkrijemo, da vkljucujejo to, da jo tako obravnavamo. Ta razlaga je uporabna
tako za globoke teoreme kot za elementarne racune. Ce damo primer za zadnje:
merilo, ki ga privzemamo predvsem za izrekanje, da obstaja n stvari dolocene vr-
ste, mora biti pojasnjeno z opisom postopka Stetja. Toda kadar ugotovimo, da je v
sobi pet deckov in sedem deklic, reCemo, da je vseh skupaj dvanajst otrok, ne da
bi jih vse skupaj presteli. Dejstvo, da smo upraviceni v takem pocetju, ni nekako
implicitno v samem postopku Stetja; prej gre za naSo izbiro, da privzamemo novo
merilo za izrekanje tega, da je vsega skupaj dvanajst otrok, ki je drugacno od me-
rila za Stetje vseh otrok skupaj. Ce bi res imeli razli¢na merila za isto izjavo, bi se
utegnilo zdeti, da se ne ujemajo. Toda nujnost “5 + 7 = 12” sestoji ravno v tem,
da ne Stejemo niCesar za neujemanje; Ce preStejemo vse otroke skupaj in dobimo
enajst, reCemo: “Morali smo se usteti.”

To razlago je zelo teZko sprejeti, ker se zdi, da nas matemati¢ni dokaz hoce$§ no-
ceS vodi, dokler ne prispemo do teorema. (Da je 5 + 7 = 12, smo se seveda naucili
na pamet. Ce pa se pojavi potreba, bi lahko predloZili argument, da bi to tudi do-
kazali.) Toda na tem mestu vpelje Wittgenstein razmisljanja o pravilih, ki so bila
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predstavljena v Raziskavah in drugje. Dokaz poteka v skladu z doloCenimi logic-
nimi naceli oziroma pravili sklepanja. Nagnjeni smo k domnevi, da — ko smo en-
krat sprejeli aksiome, iz katerih izhaja dokaz — nekako nimamo vec nobene dejav-
ne vloge; ko nam je dokaz prikazan, smo samo trpni gledalci. Da pa bi dokazu
sledili, moramo razne prehode od vrstice do vrstice prepoznati kot uporabe splo-
$nih pravil sklepanja. Cetudi bi bila ta pravila na zacetku eksplicitno formulirana
in bi se z njimi strinjali, to samo na sebi ne bi dolocilo, da prepoznamo vsak pre-
hod iz ene vrstice v drugo kot pravilno uporabo pravil. Ko enkrat imamo dokaz,
potem lahko zares reCemo, da kdor ga ne sprejema, bodisi dejansko ni mogel ra-
zumeti bodisi ni mogel dejansko sprejeti pravil sklepanja; ni pa treba, da je bilo v
tem, kar je rekel ali storil, preden je zavrnil dokaz, karkoli takSnega, kar bi razkri-
valo takSno nerazumevanje oziroma zavracanje pravil sklepanja. Zato na vsakem
koraku prosto izberemo, ali bomo dokaz sprejeli ali zavrnili; niesar ni v nasi
formulaciji aksiomov in pravil sklepanja, in nicesar v naSih mislih, kadar smo ak-
siome in pravila sprejeli, kar bi — Se preden je bil dan dokaz — po sebi kazalo na
to, ali bomo dokaz sprejeli ali ne; in zato ni nicCesar, kar bi nas sililo k temu, da
dokaz sprejmemo. Ce sprejmemo dokaz, potem dokazanemu teoremu podelimo
nujnost; “damo ga v arhiv”, in vse, kar bi govorilo proti njemu, ne Steje nic. S tem
sprejmemo novo odlocitev, ne pa zgolj ekspliciramo neko odlocitev, ki smo jo
implicitno Ze sprejeli.

Naravna reakcija na to je reci, da je to v precej$nji meri res, kadar nismo formuli-
rali nasih nacel sklepanja oziroma smo jih formulirali nenatan¢no, da pa to sploh
ne velja vec, ko smo enkrat dosegli strogo formalizacijo. Wittgensteinova sovraz-
nost do matematicne logike je velika; pravi, da je povsem popacila razmiSljanja
filozofov.* Zaradi te opazke, Ki je kot takSna preprosto smesna, je tezko jasno vi-
deti vso stvar. Oglejmo si Wittgensteinov najljubsi primer: nekoga urite, da izpol-
njuje ukaze v obliki “PriStej n” s primeri, ki zajemajo dokaj majhna Stevila, potem
pa mu date ukaz “PriStej ena” in ugotovite, da je Stevilom od 100 do 199 pristel
dve, Stevilom od 200 do 299 tri in tako naprej. Wittgenstein pravi, da ni treba, da
je sploh kaj bilo — bodisi v tem, kar ste mu rekli med urjenjem, bodisi v tem, kar
vam je potem “rojilo po glavi” —, kar je na sebi kazalo, da to ni bilo tisto, kar ste
mislili. To je seveda res in kaZe na nekaj pomembnega glede pojma intence (zelo
zbuja pozornost vprasanje, kaj je mislil Wittgenstein, ko je v Raziskavah rekel, da
ko bi bil Bog pogledal v moje misli, ne bi bil sposoben tam videti, koga sem mi-
slil.) Toda predpostavimo, da ga nisem uril le z zgledom, marve¢ sem uporabljal
tudi eksplicitno formulacijo pravila za to, kako tvorimo naslednika nekega arab-
skega Stevila. Stroj lahko sledi temu pravilu; od kod dobi v tej zadevi ¢loveSko
bitje svobodo izbire, ki je stroj nima?

Seveda bi lahko dokazovali, da se za nekoga zdi, da razume neko pravilo sklepa-
nja v formalnem sistemu — recimo substitucijsko pravilo —, pa kljub temu kasneje
zavrne njegovo pravilno uporabo; ostaja pa, da lahko v natancnem formuliranju
pravila vidimo, da je bila ta uporaba upravicena. Kdo bi lahko odgovoril, da to

41V, 48.
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pomeni, da jemljemo za samoumevno obi¢ajno razumevanje besed ali simbolov,
v katerih je to pravilo izraZeno; razlaga teh besed ali simbolov bi bila nekaj po-
dobnega Wittgensteinovi ideji pravila za interpretacijo pravila. Nedvomno je res
in pomembno, da — medtem ko uporabljamo neko besedo ali simbol, v nekem
smislu sledimo pravilu — to pravilo ne more biti po sebi formulirano tako, da ne bi
pustilo svobode pri svoji interpretaciji, oziroma — ce je to pravilo lahko formulira-
no tako — potem pravila za uporabo besed, iz katerih je to pravilo formulirano, ne
morejo biti, po svoji strani, tako formulirana. Toda zdi se, da tak$na razmisljanja
sodijo na sploSno prej v teorijo pomena, kot pa da bi imela kakSen poseben po-
men za filozofijo matematike. Bolj se zdi, da bi morali tistemu, ki predlaga, da je
potrebno Wittgensteinovi poanti o podrocju, ki je ostalo pri odloCanju o pravilno-
sti uporab nekega pravila sklepanja, oporekati s tem, da se osredinimo na pravila
sklepanja v formalnih sistemih, odgovoriti z navedbo tistega, kar Wittgenstein
imenuje “pestrost” matematike.” Kakor intuicionisti Zeli vztrajati pri tem, da ne
moremo vnaprej zarisati meje moznim oblikam argumenta, ki jih lahko uporabi-
mo v matemati¢nih dokazih. Se ve&, pokaZemo lahko, da formalni sistem ne na-
domesti intuitivnih dokazov, kakor pogosto natancen pojem nadomesti intuitivne-
ga, ki je nejasen. Formalni sistem tako rekoc Se naprej jamci za intuitivno pojmo-
vanje in je za nas pomemben le, dokler ne zadobi nezaZelenih potez, ki jih intui-
tivna misel nima. Primer za to bi bil Gédelov teorem, ki kaZe, da dokazljivost v
nekem posameznem formalnem sistemu ne more biti popoln nadomestek za intui-
tivne ideje aritmetiCne resnice.

Predpostavimo, da presojamo izjavo neke matematiCne teorije. Da bi se izognili
zapletom, domnevajmo, da je teorija popolna, to je, da je lahko popolnoma for-
malizirana, da pa pri tem ne mislimo nobenega posebnega formalnega sistema.
Platonist bo potem rekel, da eksistira bodisi dokaz bodisi ovrZenje izjave. Dejs-
tvo, da je izjava resnicna, Ce je resniCna, je v eksistenci takSnega dokaza, Cetudi
ga $e nismo odkrili. Ce torej dokaz eksistira, potem lahko domnevamo, da nekje
obstaja nek dejanski dokument, ki ga CloveSke oci Se niso videle, na katerem je
zapisano, kaj naj bi bil dokaz te izjave. Wittgenstein pa bi odgovoril, da Cetudi je
tako, dokaz Se ne eksistira, kajti ko odkrijemo ta dokument, se moramo Se odloci-
ti, ali ga Zelimo 3teti kot dokaz ali ne. Ce je to pravilno, potem je o¢itno, da odpa-
dejo vsi razlogi za platonisti¢no govorjenje, da dokaz bodisi obstaja bodisi ne ob-
staja, da mora biti izjava bodisi resni¢na bodisi neresni¢na in tako naprej. Ni pa
jasno, da zavraCanje platonisticnega pojmovanja vkljucuje dejstvo, da sprejema-
mo to smer dokazovanja; ¢lovek bi utegnil misliti, da potem, ko je bil dokaz en-
krat odkrit, nimamo veC nobene izbire, razen da mu sledimo, ne da bi dopustili,
da je — preden je bil dokaz odkrit — bilo pravilno reci bodisi, da dokaz obstaja, bo-
disi, da ne obstaja. K temu se bom vrnil kasneje.

Z Wittgensteinovim pojmovanjem se je izjemno teZko sprijazniti, Ceprav ni jasno,
kaj bi mu Zeleli postaviti nasproti. Dokaz naj bi nas preprical, napeljal k temu, da
imamo tako-in-tako obliko besed za nespodbitno resnicno ali da tako-in-tako ob-

> 11, 46, 48.
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liko besed izklju€imo iz naSega jezika. Zdi se, da ni povsem jasno, kako dokaz
opravi to izjemno delo. Druga teZava je pomanjkanje primerov. Sooceni z doka-
zom, naravno mislimo, da nimamo nobene druge alternative, kot da ga sprejme-
mo, ¢e hoCemo ostati zvesti razumevanju, ki smo ga Ze imeli o izrazih, ki jih vse-
buje. Za Wittgensteina pa s tem, ko sprejmemo teorem, privzamemo neko novo
jezikovno pravilo, in zato nasi pojmi na koncu dokaza ne morejo ostati nespreme-
njeni. Toda dokaz bi lahko zavrnili, ne da bi storili kako vecjo silo naSim pojmom
kot takrat, ko dokaz sprejmemo; tudi ce dokaz zavrnemo, bi lahko ostali enako
zvesti pojmom, s katerimi smo zaceli. To idejo se zdi nenavadno teZko vzeti
resno, kadar imamo v mislih nek poseben dejanski dokaz. Lahko bi seveda rekli,
da je to zato, ker smo dokaz Ze sprejeli in smo torej naSe pojme Ze podvrgli spre-
membi, ki jo vkljuCuje sprejetje dokaza; toda teZavnost verjetja v Wittgensteinovo
pojmovanje zadeve ostaja, tudi ko beremo dokaz nekega teorema, za katerega
prej nismo vedeli, enako velika. HoCemo reci, da ne vemo, kako bi bi bilo za ne-
koga, ki je — po obicajnih merilih — Ze razumel uporabljene pojme, zavrniti ta do-
kaz. Seveda vemo, da lahko kdo preprosto ne sledi dokazu, toda poznamo tudi
zdravilo, da namre¢ med vsako vrstico dokaza vstavimo preprostejSe korake. Pri-
meri, ki so podani v Wittgensteinovi knjigi, so — zanj presenetljivo — mrSavi in ne-
prepricljivi. Mislim, da je to precej zanesljivo znamenje, da je z Wittgensteinovo
razlago nekaj narobe.

Oglejmo si primer elementarnega seStevanja, na primer “5 + 7 = 12”. Utegnili bi
obstajati ljudje, ki $tejejo tako kot mi, toda nimajo pojma sestevanja. Ce bi taka
oseba s Stetjem ugotovila, da je v razredu pet deckov in sedem deklic, potem pa bi
jo vprasali, koliko otrok je prisotnih, bi — da bi odkrila odgovor — nadaljevala s
Stetjem vseh otrok skupaj. Na ta nacin bi bila ta oseba v enem primeru pripravlje-
na reci, da je pet fantov, sedem deklic in skupaj dvanajst otrok, v drugem primeru
pa, da je pet fantov, sedem deklic in vsega skupaj trinajst otrok. Ce bi sedaj nale-
teli na tako osebo, bi morali vedeti, kakSno vrsto argumentov naj navedemo, da bi
ji pokazali, da se je v takih okoliS¢inah v enem primeru morala usteti, da pet fan-
tov in sedem deklic znese skupaj vedno dvanajst otrok. Ce sprejme te argumente,
potem je povsem res, da je privzela novo merilo za izrekanje, da je prisotnih dva-
najst otrok, in Se novo merilo za izrekanje “Morala sem se uSteti”. Prej bi rekla
“UStela sem se” samo takrat, kadar bi opazila, da je, na primer, enega od otrok
Stela dvakrat. Zdaj bo rekla “UStela sem se” takrat, kadar ne bi opazila nicesar ta-
kega — preprosto na podlagi tega, da je dobila rezultat, da je pet fantov, sedem de-
klic in trinajst otrok. Toda reci hocemo, da bi bila — celo preden smo jo srecali in
jo naucili nacel seStevanja — ta oseba, Ce bi preStela pet deckov, sedem deklic in
trinajst otrok, v zmoti, pa Ceprav bi to trdila v skladu z merilom, ki ga je takrat
priznavala. To pomeni, da se je morala zmotiti v Stetju; in Ce je naredila napako,
potem je morala narediti nekaj, kar bi ji v primeru, da bi to opazila, potem omo-
gocilo, da pokaZe, da se je uStela.

Ce recemo, da je — Ce je prestela pet fantov, sedem deklic in trinajst otrok — po-
tem moralo biti nekaj, kar bi — Ce bi to opazila — vzela kot merilo za to, da se je
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ustela, potem dejstva, da smo jo seznanili s pojmom seStevanja, ne gre preprosto
opisati tako, kot da smo jo prepricali, da je privzela novo merilo za to, da se je us-
tela. Prej gre za to, da je bila napeljana k priznanju, da je s seStevanjem dobila
neskladne rezultate kot simptom prisotnosti necesa, kar je Ze sprejela kot merilo
za to, da se je uStela. Ucenje seStevanja jo vodi do tega, da rece “UStela sem se” v
okoliscinah, v katerih prej tega ne bi bila rekla. Toda Ce je — Se preden se je tega
naucila — v takSnih okolis¢inah rekla “UStela sem se”, potem je imela po merilu,
ki ga je takrat posedovala, prav. Zato nujnost tega, da se je uStela, kadar dobi s se-
Stevanjem neskladne rezultate, tako rekoC ne dobi svoje celotne veljave od tega,
da ta oseba zdaj prizna take rezultate kot merilo za to, da se je uStela.

Ce pa po drugi strani re¢emo, da je mozno presteti pet fantov, sedem deklic in tri-
najst otrok, ne da bi obstajalo kaj drugega razen dejstva, da smo dobili takSne re-
zultate, kar bi, Ce bi to opazili, vzeli kot podlago za izjavo, da smo se usteli, po-
tem se zdi, da iz tega sledi, da lahko nekdo naredi napako v Stetju (glede na meri-
lo napacnega Stetja, ki ga poznamo mi), ne da bi naredil kako posebno napako; to
pomeni, da ne morem reci, da je potem, Ce se je nekdo uStel, bodisi dvakrat Stel
tega fanta bodisi dvakrat Stel to deklico bodisi ... Toda to je absurd: ne mores na-
rediti neke napake, ne da bi obstajala neka posebna napaka, ki si jo naredil. Uteg-
nemo dobiti odgovor, da lahko izberemo, da Ce je kdo naredil napako, je potem
bodisi ..., in da je to dejansko tisto, kar smo izbrali reci. Toda Ce je disjunkcija re-
snicna, potem mora biti resni¢en vsaj en njen Clen; in e je resniCna izjava, potem
mora obstajati nekaj takSnega, da lahko — Ce to opazimo —, to potem Stejemo kot
merilo resnic¢nosti izjave. Vendar pa je predpostavka, s katero smo priceli, da nek-
do presteje pet fantov, sedem deklic in trinajst otrok (in rece zato, da se je moral
usteti) in da vseeno ne obstaja ni¢ poleg tega, da je dobil te rezultate, kar bi (e bi
za to vedel) Stel kot za to, da kaZe, da se je uStel; in zato ne more obstajati nic, kar
bi, e bi za to vedel, pokazalo resnico kateregakoli od Clenov disjunkcije “Bodisi
je fanta Stel dvakrat bodisi ... ”, in tako dalje. Kdo bi utegnil reci, da Ce je ta dis-
junkcija resni¢na, potem Bog mora vedeti, kateri od ¢lenov je resnicen; zato ne
more biti prav, e za merilo resniCnosti disjunkcije Stejemo nekaj, Cesar prisotnost
ne zagotavlja eksistence necesa, kar bi pokazalo resni¢nost enega izmed posamez-
nih ¢lenov. Na primer, napacno bi bilo imeti disjunkcijo [Bodisi, Ce bi se primeri-
lo, da P, potem bi se primerilo, da Q, bodisi, e bi se primerilo, da P, potem bi se
primerilo, da ne Q] za logicni zakon, ker je povsem moZna domneva, da kolikor
Ze vemo o vrsti dejstev, za katera bi morali meniti, da vplivajo na resnico dis-
junktnih protidejstvenikov, Se vedno ne bi poznali niCesar, kar bi lahko Steli za
razlog sprejetja bodisi enega bodisi drugega.

Gotovo je del pomena besede “resnicen”, da mora v primeru, Ce je neka trditev
resnicna, obstajati nekaj, zaradi Cesar je resnicna. “Je nekaj, zaradi Cesar je resnic-
na” pomeni: je nekaj takSnega, da Ce bi za to vedeli, potem bi to morali imeti za
merilo (ali vsaj za podlago) zatrjevanja trditve. Bistvo realizma je v tem: za vsako
trditev, ki ima doloCen pomen, mora biti nekaj, zaradi Cesar je resnicna bodisi ta
bodisi njena negacija. (Realizem glede podrocja matematike imenujemo platoni-
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zem.) Intuicionisti sploh ne zanikajo prve teze; po njihovem nekdo upraviceno za-
trjuje neko disjunkcijo samo takrat, kadar ima metodo, s katero pride do necesa,
kar bi upravicilo zatrjevanje enega od posameznih ¢lenov disjunkcije. Prej zanika-
jo drugo tezo: nobenega razloga ni, da bi na sploSno predpostavljali, da — samo
zato, ker ima neka trditev Cisto doloceno rabo — mora biti nekaj, zaradi Cesar je
bodisi resnicna bodisi neresnicna. Paziti je treba, da ne reCemo, da so logicne re-
snice izjema, da ne obstaja ni¢, zaradi Cesar so resnicne; nasprotno, za realiste
smo upraviceni trditi [P ali ne P], ker mora obstajati nekaj, zaradi cesar je bodisi
P bodisi [ne P] resnicno, in zato mora v vsakem primeru obstajati nekaj, zaradi
Cesar je [P ali ne P] resnicno.

Zdi se, da je v tem ena od velikih razlik med Wittgensteinom in intuicionisti.
Tako se zdi, da je po njegovem to, da imamo katerokoli izjavo, ki smo jo pac iz-
brali, za nujno veljavno, nasa odloCitev, ¢e smo se pac tako odlocili.® Zdi se, da za
tem stoji ideja, da z odlocitvijo, da je nekaj treba imeti za nujno veljavno, tako de-
loma dolo¢imo pomen besed, ki jih to vsebuje; ker imamo pravico besedam, ki
jih uporabljamo, pripisati pomen, ki ga izberemo, imamo pravico, da dolo¢imo
kot nujno vsako izjavo, ki jo izberemo, da jo bomo imeli za tako. Proti temu bi
lahko kdo rekel, da so pomeni besed v izjavi lahko Ze popolnoma dolocCeni, tako
da ni nobenega prostora za nadaljnje dolocitve. Ce kdo tako vzame klasi¢no (rea-
listicno) pojmovanje, sestoji sploSna oblika razlage pomena neke izjave iz doloci-
tve njenih resni¢nostnih pogojev (to je pojmovanje iz Wittgensteinovega Traktata
in tudi pojmovanje Fregeja). Na ta naCin mora biti pomen stavcnih operatorjev
razloZen s pomocjo resnicnostnih tabel; sklicevanje na resnicnostne tabele nas
upraviCuje, da jemljemo dolocene oblike kot logi¢no resnicne.

Ker intuicionisti zavracajo pojmovanje, po katerem mora za vsako izjavo obstajati
nekaj, zaradi Cesar je bodisi resni¢na bodisi neresni¢na (in ne dopuscajo, da bi sta-
nje izbolj3ali z vpeljavo nadaljnjih resnicnostnih vrednosti), je zanje temeljna ob-
lika pojasnitve pomena izjave v dolo€anju merila, pod katerim prepoznavamo kot
upraviceno zatrjevanje izjave (v matematiki je to na sploSno posedovanje dokaza).
Na ta nacin dolo¢imo pomen stav¢nih operatorjev, pomen, na primer, operatorja
“ali”, z razlago merila za zatrjevanje sestavljene izjave v okviru merila za zatrje-
vanje sestavnih delov; zato smo, grobo reCeno, upraviceni v zatrjevanju [P ali Q]
samo takrat, kadar smo upraviceni bodisi v zatrjevanju P bodisi v zatrjevanju Q.
Logicni zakoni veljajo zaradi teh razlag; s sklicevanjem nanje vidimo, da bomo
vedno upraviceni zatrjevati izjave z doloCeno obliko.

Wittgensteinova precej drugacna ideja, da imamo pravico preprosto dolociti, da je
treba trditev izjave z dano formo imeti vedno za upraviceno, ne da bi upostevali
rabo, ki je Ze bila dana besedam, vsebovanim v izjavi, se mi zdi napacna. Ce bi
imel Wittgenstein prav, potem bi bila po mojem mnenju komunikacija vseskozi v
nevarnosti, da bi se preprosto podrla. Odlocitev, da Stejemo izjave neke posebne
oblike za logi¢no resnicne, ne zadeva samo pomena izjave te oblike; pomeni vseh

® Primerjaj V, 23, zadnji odstavek na str. 179.
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vrst drugih izjav bodo prizadeti, in sicer tako, da ne bomo zmoZni podati nepo-
sredne pojasnitve le-teh, ne da bi se sklicevali na to, da jemljemo zadevne oblike
izjav kot logicne resnic¢ne. Na ta nacin bo postalo nemogoce dati razlago pomena
katerekoli izjave, ne da bi dali razlago pomena vsake izjave, in ker je za jezik bis-
tveno, da razumemo nove izjave, to pomeni, da sploh ne bo mogoce dati razlago
rabe nasega jezika. Ce navedem primer: predpostavimo, da je nekdo izbral proti-
dejstveno disjunkcijo, ki sem jo omenil zgoraj, za logicni zakon. Njegovi trditvi,
da je ta logicno veljavna, skuSamo ugovarjati z ugotovitvijo, da mora bodisi priz-
nati, da je disjunkcija lahko resnicna, kadar ni resnicen noben ¢len, bodisi da je
protidejstvenik lahko resnicen, kadar ni nicesar, zaradi Cesar bi bil resnicen, to je
ni¢ takega, kar bi, e bi za to vedeli, imeli za podlago za zatrjevanje protidejstve-
nika. Vendar pa lahko odgovori z zanikanjem, da sledijo te posledice; kot posledi-
co veljavnosti zakona raje navaja, da mora obstajati nekaj takSnega, da bi, Ce bi za
to vedeli, to Steli za podlago bodisi za zatrjevanje [Ce bi se primerilo, da P, potem
bi se primerilo, da Q] bodisi za zatrjevanje [Ce bi se primerilo, da P, potem bi se
primerilo, da ne Q]. Rekel bo, na primer, da mora obstajati nekaj, iz Cesar sestoji
bodisi hrabrost bodisi strahopetnost moZa, Ceprav ta moZak ni nikoli okusil nevar-
nosti in ni zato nikoli imel priloZnosti, da bi izkazal bodisi hrabrost bodisi straho-
petnost. Ce sprejmemo, da ima lahko upraviceno karkoli za logi¢ni zakon, ker je
pac tako izbral, potem mu ne moremo zanikati pravice do tega sklepa. Sklep izha-
ja iz disjunkcije protidejstvenikov, ki jih je izbral, da bi jih predvsem imel za lo-
gicno resnicne skupaj z izjavami, ki bi jih vsi morali imeti za logi¢no resnicne. V
vsakem primeru pa mora imeti pravico, da ima sam sklep za logi¢no resnicen, ce
tako izbere. Tako bo sklenil, da mora moZak bodisi v svojem obnaSanju razkriva-
ti, kako bi se vedel v vseh moZnih okoliS¢inah, bodisi da je v njem neka vrsta du-
Sevnega mehanizma, ki doloca, kako se vede v vsaki situaciji.

Iz ostale Wittgensteinove filozofije zdaj lahko vemo, kako odbijajo¢ bi bil zanj
tak sklep; toda kakSno pravico bi imel — po svojem lastnem pojmovanju stvari —
oporekati temu moZaku, da je priSel do tega sklepa? Vse je v redu, ce recemo
“Potem ko ves, kaksna so dejstva, lahko receS, kar hoc¢eS”: kako naj bomo gotovi,
da lahko komurkoli povemo, kaksna so dejstva, Ce je mogocCe, da ima oblika be-
sed, ki jih uporabljamo, da mu povemo dejstva, zanj drug pomen kot rezultat
tega, da je sprejel logicni zakon, ki ga mi ne sprejemamo? Lahko reCemo, da mo-
ramo potem, ko odkrijemo to razli¢nost v razumevanju dolocene oblike besed, iz-
brati neko drugo obliko besed, ki jo razume kakor mi in ki izraZa, kar hocemo re-
¢i. Toda, kako naj vemo, da obstaja oblika besed, ki opravi to dejanje? Ce ga
vprasamo, kako razume neko izjavo, in nam da enako razlago, kot bi jo dali mi, to
Se ne zagotavlja, da jo dejansko razume tako kot mi. Samo zaradi dejstva, ker
prepozna kot logicno resnicne dolocCene oblike, ki jih mi ne, je zmoZen zgraditi
argumente, ki vodijo k dani izjavi kot sklepu, s premisami, ki jih sprejemamo tudi
mi, Ceprav ne sprejemamo argumenta; to je, imel se bo za pristojnega zatrjevati
izjave v okolisCinah, v katerih se mi ne bi imeli pristojne za to. (Ne Cisto vzpored-
na analogija je tale: zamislimo si lahko klasika in intuicionista, ki podajata razlagi
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pomena eksistencnega kvantifikatorja, razlagi, ki zvenita povsem enako. Navzlic
temu bo klasik izrekal eksistencne trditve v primerih, kjer jih intuicionist ne bo,
ker je sposoben priti do njih preko argumentov, ki jih intuicionist ne bo sprejel.)
V primeru, ki si ga zamiSljamo, je zdaj bistveno predpostaviti, da na§ moZak ni
sposoben dati nobene sploSne vrste razlage besed, ki jih uporablja, tako da lahko
iz te pojasnitve neposredno izpeljemo pomen, ki ga pripisuje vsakemu stavku, se-
stavljenemu iz teh besed. Kajti e bi lahko dal takSno razlago, potem bi iz te raz-
lage lahko videli, zakaj je logicni zakon, ki ga sprejema, mi pa ne, nujen, Ce so
besede v njem razumljene, kot jih razume on. Na ta nacin bi bili upraviceni jemati
izjave takSne oblike za logi¢ne zakone vzporedne z upravicenjem zakonov klasic-
ne logike v okviru pojasnitve pomena s sklicevanjem na resnicnostne pogoje in z
upraviCenjem intuicionisti¢ne logike v okviru pojasnitve s sklicevanjem na pogoje
zatrjevanja. Toda vsa poanta primera je bila, da je bil to primer enostavnega dolo-
Canja nekaterih oblik izjav kot logi¢no pravilnih brez zahteve po tovrstnem upra-
viCevanju.

To Wittgensteinovo staliS¢e do logicne nujnosti lahko delno pojasni njegovo am-
bivalenco glede zakona o izkljuceni tretji moZnosti v matematiki. Ce filozof
vztraja na zakonu o izkljuceni tretji moZnosti, je to verjetno izraz realistiCnega
(platonistiCnega) pojmovanja matematike, ki ga Wittgenstein zavraca: vztraja, da
je [P ali ne P] resnicno, ker misli, da je sploSna oblika razlage pomena ugotavlja-
nje resnicnostnih pogojev in da mora obstajati za vsako matemati¢no izjavo, ki
ima doloCen pomen, nekaj, zaradi Cesar je bodisi resnicna bodisi neresni¢na. Po
drugi strani, ¢e Zeli matematik uporabiti obliko argumenta, odvisno od zakona o
izkljuCeni tretji moZnosti (npr., [Ce P, potem Q]J; [Ce ne P, potem Q]J; torej Q),
potem Wittgenstein ne bo ugovarjal, ker ima matematik pravico imeti oblike be-
sed [P ali ne P] za nujno veljavne, e tako izbere.

Ce se vrnemo k primeru ljudi, ki so $teli, pa niso poznali setevanja, se zdi verjet-
no, da bi nekdo, ki je sprejel Wittgensteinovo glediSce, Zelel zavrniti alternativo:
kadar je eden od teh ljudi prestel pet fantov, sedem deklic in trinajst otrok, je bo-
disi moralo obstajati nekaj, kar bi mu bilo, e bi to opazil, dokazno gradivo za to,
da se je ustel, bodisi bi lahko prestel pet fantov, sedem deklic in trinajst otrok, ka-
dar ne bi obstajalo ni¢, kar bi mu lahko pokazalo, da se je uStel. To bi zavrnil na
podlagi nejasnosti, ali je alternativa postavljena v nasem jeziku ali v jeziku ljudi,
o katerih je govor. Mi pravimo, da se je moral uSteti in je moral zato bodisi Steti
dvakrat tega fanta bodisi ... in zato je obstajalo nekaj, kar bi mu pokazalo, ¢e bi to
opazil, da se je uStel, to pa pravimo samo na podlagi tega, da se njegove Stevilke
ne seStejejo. Toda on bi ne imel razloga, da bi to rekel, in bi trdil, da je verjetno
Stel pravilno. Zdaj ne smemo vpras3ati, ali je resnicno to, kar pravimo mi, ali tisto,
kar pravi on, kot da lahko stojimo zunaj obeh govoric; mi to samo pravimo, to je,
njegove dobljene neskladne rezultate Stejemo kot merilo za izrekanje tega, on pa
ne. Proti temu bi iz razlogov, ki sem jih navedel, rad uveljavil konvencionalno
pojmovanje, da imamo pri tem, da se odlo¢imo, da neko obliko besed Stejemo kot
nujno ali pa da Stejemo tako-in-tako kot merilo za izjavljanje doloCene vrste, od-
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govornost do pomena, ki smo ga Ze dali besedam, iz katerih je izjava sestavljena.

Iz tega se lepo vidi, zakaj je Wittgenstein v tej knjigi tako obseden z empiristi¢no
filozofijo matematike. NocCe sprejeti empiristicne razlage, Ceprav ga ta zelo pri-
vlaci. Spet in spet se vraca k vpraSanju: “V Cem je razlika med raCunanjem in
eksperimentom?” Dejstvo je, da celo Ce se odlocimo reci, da smo morali narediti
napako pri Stetju, ko smo nasteli pet fantov, sedem deklet in trinajst otrok, nasa
odlocitev, da obravnavamo ta rezultat kot merilo za to, da smo se usteli, ne more
sama po sebi narediti za verjetno, da bi bili v tak3nih okoliS¢inah sposobni odkriti
napako; to je, Ce je Wittgensteinovo razlaga zadev pravilna. Kakorkoli Ze, takSna
diskrepanca v Stetju je v praksi zelo zanesljivo znamenje, da bomo zmogli najti
napako ali da bomo v primeru ponovnega Stetja dobili rezultate, ki se skladajo.
Ravno zato, ker je ta tako zanesljivo znamenje v praksi, je za nas mozZno — ali ko-
ristno — postaviti “5 + 7 = 12” v arhiv. Na ta nacin po Wittgensteinu leZi za mate-
matiénim zakonom neka empiri¢na regularnost.” Matemati¢ni zakon ne trdi, da
obstaja regularnost, ker ga ne obravnavamo tako, kot obravnavamo trditev o em-
piricnem dejstvu, ampak kot neko nujno izjavo; vseeno pa je to, kar nas napeljuje,
da ga obravnavamo tako, doloCena empiri¢na regularnost, saj je zakon mogoce
koristno uporabiti samo zato, ker obstaja regularnost.® Kak3na je relacija med re-
gularnostjo in dokazom, ki nas napeljuje na to, da zakon arhiviramo, Wittgenstein
ne uspeva razloZiti.

Da bi se izognili nesporazumu, moram poudariti, da ne predlagam neke alterna-
tivne razlage nujnosti matematicnih teoremov in da ne vem, kakSna naj bi takSna
razlaga bila. PoskuSal sem zgolj podati razloge za naravni odpor, ki ga obcutimo
ob Wittgensteinovi razlagi, razloge za razmisljanje o tem, da mora biti napacna.
Verjamem pa, da ne glede na to, ali sprejemamo Wittgensteinovo razlago ali pa jo
zavracamo, po razmiSljanju o njej ne moremo biti ve€ zadovoljni s standardnim
pojmovanjem, ki sem ga poimenoval spremenjeni konvencionalizem.

Wittgensteinov konstruktivizem je veliko bolj skrajen kakor pri intuicionistih.
Lahko recemo, da je za intuicioniste vsako naravno Stevilo bodisi prasStevilo bodi-
si sestavljeno, kajti za vsako naravno Stevilo imamo metodo za odlocanje, ali je
sestavljeno ali praStevilo. Wittgenstein bi zanikal, da imamo takSno metodo. Obi-
¢ajno bi rekli, da je bilo Eratostenovo sito takSna metoda; toda za velika Stevila ga
ne bi — ne bi mogli — uporabili, temveC bi se morali zateci h kakSnemu mocnejSe-
mu merilu. Lahko bi rekli, da je zaradi relativne kratkosti naSih Zivljenj to bolj
prakti¢na kot teoreticna zadeva. Toda ko bi nek fanatik posvetil vse svoje Zivlje-
nje racunanju — s pomocjo sita — praStevilcnosti nekega zelo velikega Stevila, za
katero je z mocnejSo metodo dokazano, da je res prastevilo, in bi priSel do sklepa,
da je sestavljeno, ne bi opustili naSega dokaza, marvec bi rekli, da mora biti v nje-
govih izracunih neka napaka. To kaZe, da jemljemo za merilo prasStevilcnosti “na-
prednejSe” preverjanje, ne pa sita: kadar presojamo izracune, vzamemo kot merilo
teorem in ne obratno. Racunanje je za nas neuporabno, ker je nepregledno. Nek

7111, 44.

® Na primer 11, 73, 75.
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matemati¢ni dokaz, katerega izraCuni so poseben primer, je dokaz zato, ker ga
uporabljamo za to, da rabi nekemu namenu; namrec, sklep ali rezultat postavimo
v arhiv, tj., obravnavamo ju kot nespodbitna in ju uporabljamo kot standard, s ka-
terim presojamo druge rezultate. Zdaj nekaj ne more sluZiti temu namenu, in zato
ni matematicni dokaz, razen e smo sposobni izkljuciti moZnost, da so se v njem
pripetile napake. Dokaz moramo biti zmoZni “sprejeti”, to pa pomeni, da moramo
biti gotovi, da smo sposobni reproducirati isti dokaz. Na sploSno ne moremo za-
gotoviti, da bomo zmoZni ponoviti eksperiment in dobiti isti rezultat kot prej. Ce
dobimo domnevno drugacen rezultat, bomo iskali neko ustrezno razliko v pogojih
eksperimenta; toda vnaprej nimamo jasne ideje, kaj naj bi Steli za ustrezno razli-
ko. (Ni povsem jasno, ali Wittgenstein, ko pravi, da moramo biti sposobni repro-
ducirati dokaz, misli, da moramo biti sposobni kopirati zapisan dokaz, ki ga ima-
mo pred sabo, in biti gotovi, da smo ga prepisali brez napake, ali da moramo biti
zmozni dokaz prebrati in ga razumeti tako, da bi ga lahko zapisali brez skliceva-
nja na originalno zapisan dokaz, tako da postane moZnost napaCnega zapisa bolj
ali manj irelevantna. Zdi se, da argument ni odvisen od tega, katero interpretacijo
sprejmemo.)

Tako raCunanje praStevilCnosti nekega zelo velikega Stevila, ki je z drugimi sreds-
tvi dokazano prastevilo, s pomocjo Eratostenovega sita ne bi bilo matematicni do-
kaz, marvec eksperiment, da bi videli, ali kdo lahko opravi tako neznansko racu-
nanje pravilno; kajti racunanje bi bilo v smislu, kot sem ga razloZil, nepregledno.
Kaj zdaj pomeni beseda “prasStevilo”, uporabljena na velikih Stevilih, pokaZemo s
tem, kar smo sprejeli kot merilo prastevilnosti, kar smo vzeli kot standard, s ka-
terim ocenjujemo trditve, da je neko Stevilo prastevilo ali sestavljeno. Pomen be-
sede “praStevilo” tako ni enkrat za vselej dan z Eratostenovim sitom. Zato nima-
mo pravice trditi, da je neko Stevilo bodisi prastevilo bodisi sestavljeno, ker bo za
katerokoli merilo, ki ga lahko sprejmemo, obstajalo tako veliko Stevilo, da aplika-
cija tega merila na to Stevilo ne bo pregledna. To osvetljuje Wittgensteinovo
vztrajanje, da je pomen neke matematiCne izjave dolocen z njenim dokazom (ali
ovrzenjem)?’, da odkritje dokaza spremeni pojem. Nagnjeni smo misliti, da je izja-
va kot “Obstaja liho popolno Stevilo” dolo¢ena vnaprej povsem dolocno in da na-
Se odkritje dokaza ali ovrZenja ne more spremeniti tega Ze doloCenega pomena.
To mislimo zato, ker imamo metodo, s katero lahko za katerokoli Stevilo doloci-
mo, da je bodisi liho ali ne, bodisi popolno ali ne. Toda predpostavimo, da naj bi
bila taksna trditev dokazana, na primer s pokazom nekega posebnega lihega po-
polnega Stevila. To Stevilo bi moralo biti zelo veliko in nezamisljivo je, da bi ga
lahko kot popolnega dokazovali s preprosto metodo racunanja njegovih faktorjev
s pomocjo sita in njihovim seStevanjem. Dokaz bi bil verjetno uspeSen, ¢e bi po-
nudili novo metodo za dokazovanje popolnosti in jo potem sprejeli kot naSe meri-
lo za izjavljanje, ali so Stevila tega ranga popolna ali niso. Tako doloca dokaz za
Stevila te velikosti, kakSen naj bo pomen predikata “popoln”.

Ta konstruktivizem, bolj strog od vseh doslej predlaganih, je Kreisel poimenoval

° Toda glej, na primer, V, 7.
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“striktni finitizem”, Hao Wang pa “antropologizem”. V delu “Sur le platonisme
dans les mathématiques”'® ga je nakazal Bernays. Kakor ga je predstavil on, gre
bolj za koncentracijo na prakti¢no kot na teoreticno moZznost. Poskusil sem razlo-
Ziti, kako to za Wittgensteina ni pravilen nacin razlikovanja.

Nekoliko teZko je ugotoviti, kako bi bila videti naSa matematika, ko bi privzeli to
“antropologisticno” staliS¢e. Ali bi Péanovi aksiomi preZiveli nespremenjeni?
“Vsako Stevilo ima naslednika” bi v tej matematiki pomenilo, da Ce je Stevilo do-
stopno (to je, Ce imamo zapis, v katerem je lahko pregledno predstavljeno), je do-
stopen tudi naslednik, to pa se sprva zdi razumno. Po drugi strani pa se zdi, da pe-
lje k sklepu, da je dostopno vsako Stevilo, jasno pa je, da bodo ne glede na zapis
obstajala Stevila, za katera ne bo preglednega simbola v tem zapisu. Problem je
podoben grskemu problemu kupa: Ce imam nekaj, kar ni kup peska, ga ne morem
spremeniti v kup tako, da dodam eno zrno peska vec. TeZavo bi lahko resili z na-
slednjo argumentacijo. Recimo, da “pridemo” do Stevila takrat, kadar dejansko
zanj zapiSemo njegov pregledni simbol. Potem lahko re¢emo: Ce pridem do Stevi-
la, potem lahko pridem tudi do njegovega naslednika. Iz tega sledi, da — ¢e lahko
pridemo do nekega Stevila — je potem moZno, da lahko pridemo tudi do njegovega
naslednika; to je, Ce je Stevilo dostopno, potem je moZno, da je tudi njegov na-
slednik dostopen. Razen Ce ne mislimo, da “moZno moZni p” implicira “moZni
p”, potem ne sledi, da — e je neko Stevilo dostopno — je dostopen tudi njegov na-
slednik. Tako moramo privzeti modalno logiko kot S ali M, ki ne vsebujeta zako-
na (v poljskem zapisu) “CMMpMp”. Drug razmislek, ki meri v isto smer, je na-
slednji. “Pregleden”, “dostopen” itn. so nejasni pojmi. Pogosto se splaca zamenja-
ti nejasen pojem z drugim natancnim, toda to bi bilo tu povsem neumestno; noce-
mo dolociti nekega dolocenega Stevila kot zadnjega dostopnega Stevila, vsa vecja
Stevila pa naj bi bila definitivno nedostopna. Nejasnost nejasnega predikata je
zdaj neizkorenljiva. Tako je “hrib” nejasen predikat, ker ni jasne razmejitve med
hribi in gorami. Toda te nejasnosti ne moremo odpraviti z vpeljavo novega predi-
kata, na primer, “vzpetine”, ki bi ga aplicirali na stvari, ki niso docela niti hribi
niti gore, kajti Se vedno bi ostale stvari, ki ne bi bile docela niti hribi niti vzpetine,
in tako ad infinitum. Zato — Ce iS¢emo logicno teorijo, ki je primerna za stavke, ki
vsebujejo nejasne predikate — bi bilo naravno izbrati modalno logiko, kakrsSna je
S; ali M, z neskoncno veliko modalitetami (ob interpretaciji nujnostnega operator-
ja s pomenom “definitivno”). Na ta nacin bi bila sugestija za propozicijski racun,
primeren antropologisti¢ni matematiki, ta, da je z modalnim sistemom M v ena-
kem odnosu, kot je intuicionisti¢ni propozicijski racun s S.. (Ta sistem bi verjetno
moral imeti aksiome, ki so po obliki podobni tistim, ki jih je izvirno podal Hey-
ting. NamreC: ti aksiomi bi pogosto bili implikacije, katerih antecedens je ko-
njunkcija, sistem pa bi imel kot primitivno pravilo pravilo prikljucitve konjunkci-
je; kajti, kakor me je opozoril E. J. Lemmon, po Tarskega ali Godelovem prevodu
implikacije, katere konsekvens vsebuje implikacijo, ki se ponavlja bolj pogosto
kot v antecedensu, navadno ni mogoce uspesno prevesti v veljavno formulo siste-

10 1 ’enseignement math ?matique, XXXIV (1935), 52-69.
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ma M natanko zato, ker v M nimamo zakona “CLpLLp”.) Drug predlog, ki ga je
dal dr. Wang, je, da bi se antropologisticna logika ujemala z intuicionisti¢no, teo-
rija Stevil pa bi bila SibkejSa.

Wittgenstein uporablja te ideje, da bi podvrgel dvomu pomembnost, ki so jo ne-
kateri filozofi pripisovali redukcionisticnim programom Fregeja in Russella.
Utegnemo misliti, da je bil pravi pomen in upravi€enje za enacbo, kakrsna je “5 +
7 = 12”, doseZen, Ce jo interpretiramo kot trditev v teoriji mnoZic ali v predikat-
nem racunu viSjega reda; toda dejstvo je, da bi ne bil samo dokaz, ampak tudi iz-
java propozicije v osnovnem zapisu teh teorij tako neznansko dolga, da bi bila
povsem nepregledna. Lahko bi odgovorili, da z uporabo dolocenih simbolov lah-
ko skrajSamo tako dokaz kot izjavo; toda potem imajo bistveno vlogo definicije,
pri Cemer so definicije za Russella zgolj okrajSave, tako da sta pravi formalni do-
kaz in prava formalna izjava v osnovnem zapisu. Zapis za Wittgensteina ni zgolj
zunanje pregrinjalo misli, ki so same na sebi do privzetega zapisa ravnodusne.
Dokaz v osnovnem zapisu ni tisto, kar nas “zares” upravicuje v zatrjevanju “5 + 7
=127, kajti tega dokaza nikoli ne zapiSemo; ko bi ga bil kdo zapisal in dobil re-
zultat “5 + 7 = 11”, bi morali — sklicujoC se na Solsko seStevanje kot standard —
reci, da je moral narediti napako; dokaza niti ne zapiSemo z dolocenimi simboli;
tisto, kar bi, e sploh kaj, lahko imenovali upravic¢enje enacbe “5 + 7 = 12”, bi bil
dokaz, da dejansko izpeljemo, da bi vsako vsoto “lahko” formulirali in dokazali v
naSem formalnem logicnem sistemu, ta dokaz pa uporablja metode, ki so mnogo
mocnejSe od pravil za obicajno Solsko seStevanje.

Zdaj se vraCam k nasprotujo¢im slikam, ki jih uporabljajo platonisti in konstrukti-
visti — k sliki naSega odkrivanja v Ze obstojeCi matemati¢ni realnosti in k sliki na-
Sega sprotnega konstruiranja matematike. Ljudje v€asih — vklju¢no z intuicionisti
— dokazujejo, kakor da je pomembno najprej odlociti, katera od teh slik je pravil-
na, in potem iz te odlocitve potegniti sklepe. Toda jasno je, da sta to le sliki, to je,
da mora spor o pravilnosti najti svojo podlago drugje — taka razprava se mora biti
sposobna izraziti brez sklicevanja na ti dve sliki. Po drugi strani pa imajo takSne
slike ogromen vpliv na nas, Zelja, da bi ustvarili primerno sliko, pa je skoraj neu-
branljiva. Ce kdo ne verjame v veljavnost matemati¢ne resnice, potem ne more
sprejeti platonisticne slike. Wittgensteinov glavni razlog za zavraCanje objektiv-
nosti matematicne resnice je njegovo zavracanje objektivnosti dokaza v matemati-
ki, njegova ideja, da dokaz ne vsiljuje sprejetja; temu pojmovanju pa ocitno ustre-
za slika naSega sprotnega konstruiranja matematike. Predpostavimo zdaj, da se
nekdo ne strinja z Wittgensteinom in misli, da je dober dokaz natanko tisti, ki se
nam vsiljuje sam po sebi, ne samo v smislu, da imamo, ko enkrat sprejmemo do-
kaz, njegovo zavraCanje za merilo nerazumevanja terminov, v katerih je izraZen,
temveC v smislu, da je lahko postavljen v takSno obliko, da ga ne more zavrniti
nihce, ne da bi rekel nekaj, kar bi lahko bilo prepoznano, preden je bil dan dokaz,
kot vracanje na to, s Cimer se je prej Ze strinjal. Ali je taka oseba prisiljena spreje-
ti platonisti¢no sliko matematike? Seveda ne; objektivnost matematicnega dokaza
lahko sprejme, ne da bi tudi verjela v objektivnost matematicne resnice. Intuicio-
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nisti, na primer, pogosto govorijo, kakor da verjamejo v prvo, ne da bi verjeli v
zadnje. Res je, da npr. A. Heyting piSe: “Kakor pomen neke besede ne more biti
nikoli dovolj natan¢no dolocen, da bi izkljucili vsakrSno moZnost nesporazuma,
tako tudi mi ne moremo biti nikoli matemati¢no gotovi, da formalni sistemi pra-
vilno izraZajo nase matemati¢ne misli.”"' Toda intuicionisti se nagibajo k temu, da
piSejo, kakor da smo — medtem ko ne moremo vnaprej razmejiti podrocja vseh
moZznih intuicionisti¢no veljavnih dokazov — lahko glede posameznih dokazov in
posameznih izpovedanih nacel dokaza gotovi, da so intuicionisti¢no pravilni. To
zadeva tisto, kar je Wittgenstein imenoval pestrost matematike. VpraSanje, ali je
doloCena izjava dokazljiva, ne more biti postavljeno v matemati¢no koncni
formulaciji, ker ne moremo vnaprej predvideti vseh moznih oblik argumenta, ki
bi jih utegnili uporabiti v matematiki. Vseeno domnevam, da lahko kdo zanika
celo to, v smislu, da bi za nek poseben logicni okvir trdil, da je vsak teorem, ki je
lahko dokazan intuicionisti¢no, lahko dokazan tudi znotraj tega okvira (Ceprav
danega dokaza morda ni mogoce reproducirati znotraj le-tega), kljub temu pa v
bistvu ostane intuicionist. Za najmocnejSe intuicionisti¢ne argumente se zdi, da so
povsem neodvisni od vpraSanja objektivnosti matemati¢nega dokaza — ali dokaz,
ko je enkrat dan, vsiljuje sprejetje, in ali je pojem veljavnega dokaza mogoce pre-
cizirati. NajmocnejSi argumenti prihajajo iz vztrajanja na tem, da sploSna oblika
razlage pomena in zato Se posebej razlaga logi¢nih operatorjev ni trditev o resnic-
nostnih pogojih, marvec o pogojih zatrjevanja. Pomena logicnih operatorjev smo
se naucili z urjenjem njihove rabe, kar pomeni, da smo nauceni, da v doloceni vr-
sti situacije zatrjujemo sestavljene izjave. Iz tega urjenja tako reko¢ ne moremo
potegniti vec, kot pa je bilo vanj dano, in, razen Ce se ne ukvarjamo z razredom
odlocljivih izjav, pojma resnice in neresnice ne moreta dati opisa urjenja, ki smo
ga bili deleZni. Zato neko sploSno pojmovanje pomena, ki bistveno uporablja poj-
ma resnice in neresnice (ali katerokoli drugo Stevilo resnicnostnih vrednosti), ni
prava oblika za pojasnitev pomena.

Jasno je, da razmiSljanja te vrste nimajo ni¢ opraviti z matematiko posebej, tem-
vecC gre za povsem sploSne aplikacije. Prav tako imajo tesno zvezo z Wittgenstei-
novim naukom, da je pomen raba. Mislim, da Raziskave implicitno vsebujejo za-
vracanje klasiCnega (realisticnega) Fregejevega pojmovanja in pojmovanja iz
Traktata, da je splosna oblika pojasnitve pomena trditev o resni¢nostnih pogojih.'
To ponuja razlog za Wittgensteinovo in intuicionisti¢no zavracanje platonisticne
slike, ki je povsem neodvisen od kateregakoli razmisljanja o neobjektivhem zna-
¢aju matematicnega dokaza in pestrosti matematike. Po drugi strani pa ni jasno,
da bi bil nekdo, ki je, kakor sem ga opisal, sprejel razmiSljanja o pomenu, toda za-
vrnil razmisljanja o dokazu, zadovoljen z obicajno konstruktivisticno podobo na-
Sega izmiSljanja matematike. Navsezadnje se razmisSljanja o0 pomenu ne nanaSajo
le na matematiko, temvec na vse diskurze; in medtem ko zanesljivo kaZejo neka-
tere napake v realisticnem pojmovanju o misljenju in realnosti, zagotovo zunaj
matematike ne implicirajo skrajnosti subjektivnega idealizma — da mi ustvarjamo

Y Intuitionism, Uvod (Amsterdam, 1956), str. 4.
2 Glej tudi Opazke 1, Dodatek 1, 6.
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svet. Zdi pa se, da moramo kot odgovor na nase raziskovanje med platonisti¢no in
konstruktivisticno vriniti posredujoco sliko — denimo predmetov, ki vznikajo v bi-
vanje. Mi ne delamo predmetov, ampak jih moramo sprejeti takSne, kakrSne naj-
demo (to ustreza dokazu, ki se nam vsiljuje sam po sebi). Toda ti predmeti niso
bili tu Ze prej, da bi bile lahko — Se preden smo izvedli raziskave, ki so jih prinesle
v bivanje — naSe izjave o njih resnicne ali neresnicne. (To naj bi bila seveda samo
slika. Njena poanta pa je prelomiti s tistim, kar se mi zdi laZna dihotomija med
platonisti¢no in konstruktivisti¢no sliko, ki skrivoma prevladuje v naSem razmis-
ljanju o filozofiji matematike.)



