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Pojav in obstoj sodelovanja med sebi¢nimi posamezniki je eden
najpomembnejsih izzivov, ki $e vedno vzbuja zanimanje znanstvenikov iz
razliénih raziskovalnih podrodij. Kljucno orodje tovrstnih raziskav je postala
evolucijska teorija iger, ki ponuja zanesljiv teoreticni okvir za opis evolucijske
dinamike strategij v druZbenih dilemah. Hkrati pa napredki v znanosti o
omrezjih bistveno izboljujejo nase razumevanje Stevilnih kompleksnih
sistemov v realnem svetu, vkljuéno z razvojem sodelovanja v skupinskih
odlocitvah in kolektivnem delovanju. Pti tem pa je zelo pomembno, kako so
posamezniki vpeti v druzbo. Raziskave, narejene v zadnjih treh desetletjih, so
pokazale, da je struktura druZbenih omreZij eden kljuénih dejavnikov pri
dolocanju uspesnosti sodelovanja. Ker se posamezniki v vecini realnih situacij
lahko premikajo, ima pomemben vpliv na razvoj kooperacije tudi mobilnost
oziroma mesanje populacije. Osrednji cilj nasih raziskav je bil preuciti, kako
razlicna omreZja interakcyj in mesanja igralcev vplivajo na evolucijo

sodelovanja v igti javnih dobrin.
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The emergence and persistence of cooperation among selfish individuals
remain one of the most significant challenges that continues to intrigue
scientists across various research fields. Evolutionary game theory has
become a key tool in these studies, providing a robust theoretical framework

to desctibe the evolutionary dynamics of strategies in social dilemmas. Science:
Simultaneously, advances in network science have significantly enhanced our Physics
understanding of numerous complex systems in the real world, including the
development of cooperation in group decision-making and collective actions.
A critical factor in this context is how individuals are embedded within
society. Research over the past decades has showed that social network
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structure critically impacts cooperation. Moreover, as individuals are often evolutionaty game
mobile in most real-world scenarios, mobility and population mixing also play theory,
a crucial role in the evolution of cooperation. The primary aim of our study public goods game,
. . . . .. complex networks,
was to examine how different interaction networks and player mixing :

multilayer networks,

influence the evolution of cooperation in the public goods game. Monte Carlo simulations
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1 Uvod

Ljudje pogosto ravhamo nesebicno in delujemo v dobro sitse skupnosti, tudi ce to
pomeni zmanjsanje lastne kotisti. Taksno vedenje se zdi na prvi pogled v nasprotju
z Darwinovo teorijo naravne selekcije, ki daje prednost posameznikom, ki so
najbolje prilagojeni za prezivetje in razmnozevanje — kar pogosto vkljucuje sebicno
vedenje. Zakaj bi torej posamezniki sodelovali, ¢e se zdi, da evolucija favorizira
predvsem lastne interese (Pennisi, 2009)? Razumevanje razvoja sodelovanja oziroma
kooperacije je eden najpomembnejsih izzivov danasnjega casa in je temeljnega
pomena za razumevanje glavnih evolucijskih prehodov, ki so vodili evolucijo od

enoceli¢nih organizmov do kompleksnih zivalskih in ¢loveskih druzb.

Osrednje teoreti¢no orodje tovrstnih raziskav je evolucijska teorija iger, ki zdruzuje
nacela klasi¢ne teorije iger s casovnim vidikom evolucije in poudatja evolucijsko
dinamiko strategij znotraj populacij (Smith, 1982). Evolucijska teorija iger temelji na
predpostavki, da igralci posnemajo tiste strategije, ki so najuspesnejse. Zacetki
evolucijske teorije iger segajo pol stoletja let nazaj, ko sta Smith in Price uporabila
matematicne modele teorije iger za razumevanje evolucije strategij v bioloskih
sistemih (Smith in Price, 1973). Medtem ko so biologi uporabljali teorijo iger za
razumevanje vedenja zivali, so druzboslovci to metodo pozdravili kot novo orodje
za razumevanje druzbenega vedenja in "kulturne evolucije", ki se nanasa na
spremembe clovekovih prepricanj, vrednot, vedenjskih vzorcev in druzbenih norm
(Szabé in Fath, 2007). Da bi lahko povezali teoreticne modele z realnim obnasanjem
ljudi v druzbi, je potrebno teorijo dopolniti in preveriti z empiricnimi podatki iz
cksperimentov. V ekonomskih eksperimentih udeleZzenci odlocajo, kako razdeliti
denar med seboj in drugimi. Pogosto potekajo v anonimnih okolis¢inah, kjer ni
druzbenega pritiska. Ti eksperimenti so se pojavili v zgodnjih 80. letih (Giith,
Schmittberger, 1982), sprva v laboratorijih, kasneje pa tudi na spletu. Ena od spletnih
platform za izvajanje tovrstnih raziskav je Amazon Mechanical Turk, kjer narocniki,
kot so podjetja in raziskovalci, objavljajo naloge, ki jih posamezniki opravijo za nizko
placilo (Rand, 2012).

Za proucevanje sodelovanja med parti igralcev se pogosto uporablja igra dileme
zapornika, medtem ko se za preucevanje skupinskih interakcij najpogosteje
uporablja igra javnih dobrin. Javne dobrine so dobrine, ki so znadilne po tem, da so

neizcrpne in tezko izkljucljive. To pomeni, da lahko vec ljudi istocasno uziva v
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koristih teh dobrin, brez da bi zmanjsali razpoloZljivost le-teh za druge. Hkrad je
tezko prepreciti ljudem, da bi uzivali v koristih, ¢etudi ne prispevajo k njthovemu
financiranju ali vzdrzevanju. Ljudem, ki si prizadevajo pridobiti ali uzivati v dobrinah
ali storitvah brez placila ali minimalnih stroskov, pravimo zastonjkarji (Castellano,
Fortunato in Loreto, 2009). V realnem svetu takih dobrin naceloma ni, lahko pa
najdemo nekaj ptiblizkov, kot so dist zrak, pitna voda, znanje, javna razsvetljava,

javno solstvo, javno zdravstvo in podobno.

V studiji smo se osredotocili na raziskovanje skupinskih interakcij in kot prototip
druzbene dileme izbrali igro javnih dobrin. Uporabili smo standardno razlicico z
dvema strategijama, kooperator in defektor, ki sta najpogosteje uporabljeni za
preucevanje sodelovanja med posamezniki. Za proucevanje evolucije kooperacije
smo uporabili interdisciplinarni pristop, ki povezuje evolucijsko teotijo iger z
naprednimi metodami s podro¢ja znanosti o omrezjih in metodami statisticne fizike.
Te metode, zlasti metoda Monte Catlo in teorija kolektivnega obnasanja delcev v
blizini faznih prehodov, so se izkazale kot najbolj primerne za analizo rezultatov
kolektivnih pojavov, do katerih prihaja zaradi interakcij med posamezniki ali
skupinami. Omogocajo natan¢no analizo ravnovesnih stanj, samoorganizacije in
oblikovanja tipicnih vzorcev v razlicnih populacijah agentov (Castellano, Fortunato
in Loreto, 2009). V nasih simulacijah smo razvoj igre javnih dobrin postavili na
razlicna interakcijska omrezja in model nadgradili z razlicnimi modeli mesanja

igralcev.

2 Igra javnih dobrin

V igti javnih dobrin sodelujejo v posamezni igri vsaj trije igralci. Shema igre je
predstavljena na sliki 1a. Vsak igralec [ ima k; direktnih ali najblizjih sosedov na
danem omreZju in igra igro javnih dobrtin v G = k; + 1 prekrivajocih se skupinah.
Vsaka skupina je sestavljena iz osrednjega igralca I in njegovih k; najbliZjih sosedov.
Na zacetku igre je vsak igralec naklju¢no dolocen kot kooperator (C) ali defektor (D)
z enako verjetnostjo. Igralec, ki je kooperator, v skupno blagajno prispeva neko
fiksno vrednost (s; = 1), medtem ko defektor ne prispeva ni¢ (s; = 0). Potem, ko
vsi idgrala vlozijo v skupno blagajno svoj prispevek, vsoto vlozkov znotraj
posamezne skupine pomnozimo s t. i. sinergijskim faktorjem R, ki je vedji od 1 in ni
vedji od stevila vseh igralcev N. Sinergijski faktor opisuje, kako ucinkovito sistem
pretvarja individualne prispevke v korist za celotno skupnost. Vrednost iz blagajne
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se nato enakomerno porazdeli med vse igralce dane skupine, ne glede na njihovo

strategijo. Vsak igralec i v dani skupini g tako dobi kot izplacilo Stevilsko vrednost:

(Napaka! V dokumentu
-5, ni besedila z navedenim

g
b _ RN/
t G

slogom.)

pri Cemer je N&g stevilo kooperatorjev znotraj skupine g. Ker vsak igralec i sodeluje
v G prektivajocih se skupinah (slika 1c), je njegovo koncno izplacilo P; sestavljeno
iz izplacil vseh skupin, katerih clan je izbrani igralec: P; = Xg Pig. V primeru, da se
stevilo direktnih sosedov razlikuje od igralca do igralca, sinergijski faktor R

normaliziramo z velikostjo pripadajoce skupine in s tem omogocimo smiselno
primetjavo rezultatov (Traulsen in Glynatsi, 2023).

Evolucija strategij poteka v skladu s proceduro Monte Catlo simulacij, ki obsega
naslednje korake. V prvem koraku nakljucno izberemo igralca i, ki igra igro javnih
dobrin kot ¢clan vseh g = 1, ..., G skupin in izracunamo njegovo izplacilo P; (enacba
1). V naslednjem koraku naklju¢no izberemo enega izmed njegovih najblizjih
sosedov J in na enak nacin izracunamo izplacilo P;, ki ga prejme ta igralec. Igralec j

bo prevzel strategijo igralca i z verjetnostjo, ki jo doloca Fermijeva funkcija izplacilo:

1
1+exp[(P; — P)/K]’

W(s;—s) = @

kjer je K nedolocenost osvojitve strategije in je v nasih simulacijah enaka 0.5 brez
izgube splosnosti (Szabé in Fath, 2007). Ce velja P; > P;, potem v limiti K — 0
igralcu i vedno uspe vsiliti svojo strategijo igralcu j. V ptimeru K > 0 pa so lahko
zaradi nepredvidljivih variacij v izpladilih ali napak pri sprejemanju odloditev sprejete
tudi slabse strategije, kar natedi model bolj realen. Opisane korake ponovimo N-
krat, kjer je N Stevilo vseh igralcev. S tem zagotovimo, da ima vsak igralec moznost
znotraj enega zakljucenega Monte Catlo koraka v povpredju enkrat spremeniti svojo
strategijo. Povprecni oziroma ravnovesni delez defektorjev (pp) in kooperatorjev
(p¢) dolocimo v stacionarnem stanju sistema, ko se njuni vrednosti s casom bistveno
vec ne spreminjata.
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3 Evolucijske igre na razli¢nih interakcijskih mreZah

V dobro mesani populaciji, kjer so skupine za igranje evolucijskih iger tvotjene z
nakljuéno izbiro igralcev, je razvoj sodelovanja mocno oviran in kooperatotji ne
morejo preziveti, ¢e velja R < G, kjer je R sinergijski faktor in G velikost skupine, ki
igra evolucijsko igro (Cinyabuguma, Page in Putterman, 2005). Ker pa so interakcije
med posamezniki v realnosti le redko naklju¢ne in najveckrat posameznik interargira
le z majhno skupino ljudi v svoji bliznji okolici, je smiselno evolucijske igre postaviti
na interakcijska omrezja in razvoj sodelovanja raziskovati z orodji s podrocja
znanosti o omrezjth. Najbolj preprost primer interakcijskega omrezja je regularna
mreza, kjer imajo vsi vozli enako Stevilo povezav. Vozli mreze predstavljajo
posamezne igralce igre, povezave med sosednimi vozli pa interakcije med igralci. Na
sliki 1b je primer regularnega kvadratnega omrezja, kjer v vsaki igri sodeluje 5
igralcev (slika 1b) in vsak igralec igra igro v 5 prekrivajocih se skupinah (slika 1c).
Ker imajo v realnem svetu agenti obicajno razlicno stevilo povezav do drugih
agentov, regularna omrezja predstavljajo razmeroma slab model za opis realnih
omrezij. Pomemben korak k bolj realisticni predstavitvi evolucijskih iger je bil
premik iz regularnih na kompleksna omrtezja, kot so na primer skalno neodvisne
mreze (Rong, Li in Wang, 2007), omrezja malega sveta (Santos, Rodrigues in
Pacheco, 2005), hierarhi¢na omrezja (Vukov in Szabd, 2005), dinamicna omrezja
(Pacheco, Traulsen in Nowak, 2006), omrezja visjih stopenj (Alvarez-Rodriguez in
drugi, 2020) in druga.

Nedavno so se pojavili novi mrezni modeli, ki ucinkovito zaobjemajo
najpomembnejse strukturne lastnosti realnih omrezij, kot na primer nakljucna
omrezja, vpeta v hiperboliéni prostor. Ti modeli so znani po svojih lastnostih, ki jih
pogosto najdemo tudi v realnih omrezZjih, kot so kratka povprecna najkrajsa pot,
velika stopnja grucavosti, prisotnost skupnosti in heterogenost v porazdelitvi stevila
povezav posameznih vozlov (Bogufna, Papadopoulos in Krioukov, 2010), zaradi
cesar so priljubljena izbira za simulacijo razli¢nih druzbenih pojavov, vkljuéno z
evolucijsko teotijo iger (Duh, Gosak in Perc, 2021; Duh, Gosak in Perc, 2023;
Kleineberg, 2017). Vsak vozel v hiperbolicnem disku ima kotno in radialno
koordinato. Kotna koordinata nakazuje na podobnost vozlov. Vozli, ki so blizje
skupaj predstavljagjo npr. ljudi, ki Zivijo na istem podrocju ali pripadajo enaki

skupnosti. Radialna koordinata pa ponazarja njihovo pomembnost (popularnost) in
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s tem Stevilo povezav vozlisca, pti Cemer so vozliS¢a z ve¢ povezavami blizje srediscu
diska.

a) e o b)
T
i
ls.=1

® e b
5= 1 Skupna blagajna s,= 1 7

[ ] @
+—— | Skupna blagajna —-
w 3R 3R 3R
4 4

Slika 1: Igra javnih dobrin na regularni kvadratni mreZi. s) Shematski prikaz igre javnih dobrin. Vsak
igralec, ki je kooperator, v skupno blagajno prispeva vrednost 5, = 1, medtem ko igralec, ki je
defektor, ne prispeva nic. Vsoto vlozkov (v nasem primeru je to 3) nato pomnozimo s sinergijskim
faktorjem R in koncno vrednost (3 R) enakomerno porazdelimo med vse igralce, ne glede na
strategijo igralca. b) V primeru regularnega kvadratnega omreZja v vsaki igri sodeluje 5 igralcev. c)
Vsak igralec igra igro v 5 prektivajocih se skupinah.

Vit: lasten

V zadnjih letih se je tezis¢e raziskav premaknilo iz enoplastnih in izoliranih omreZij
k vecplastnim in soodvisnim omrezjem (Wang, Szolnoki in Perc, 2012), kar je odprlo
Stevilne nove moznosti za raziskovanje razvoja in vzdtZzevanja sodelovanja. Ta
premik je predvsem posledica dejstva, da posamezniki pogosto pripadajo vec
omrezjem hkrati, zaradi cesar so soodvisne mreze bolj relevantne za opis realnih
sistemov kot enoplastna oziroma izolirana omrezja. V nasih Studijah smo se
osredotodili na dvoplastna soodvisna omrezja, kjer smo dve omrezji povezali preko
funkcije koristnosti (angl. utility), ki doloca v koliksni meri izplacilo igralca na ent
mrezi vpliva na uspeh igralca na drugi mrezi (Wang, Szolnoki in Perc, 2012).
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4 Igra javnih dobrin na dvoplastnem soodvisnem omreZju

Ce igro javnih dobrin postavimo na dvoplastno omreZje (slika 2) ima vsak igralec i
natanko k; direktnih ali najblizjih sosedov na danem omrezju (A) in enega partnetja
i’ na drugem omreZju (B). Tako kot pri igti na eni plasti, je tudi v tem primeru na
zacetku vsak igralec nakljucno doloéen kot kooperator (C) ali defektor (D) z enako
verjetnostjo. Igralci zbirajo izplacila na obeh plasteh po enaki proceduri, kot smo jo
opisali v prejsnjem poglavju Napaka! Vira sklicevanja ni bilo mogoce naijti.. K
oncno izpladilo vsakega igralca na omreZju A bo tako enako P; = Y, Pl-‘g, igralca na
omrezju Bpa Pyr =Yg Pﬂ . Kerje izplacilo danega igralca { odvisno tudi od izplacila
partnerja i’ na drugi plasti, soodvisnost med omrezjema A in B vpeljemo preko t. i.
funkcije koristnosti (Wang, Szolnoki in Perc, 2012):

Ui = (XPl' + (1 - CZ)PL-I in Uir = (1 - (Z)Pil + (ZPL', (3)

kjer je a parameter pristranskosti in doloca jakost ucinkovanja medplastnih povezav
ali pristranskost med izplacili igralca i na omreZju A in igralca i’ na omreZju B. Ko
je vrednost parametra pristranskosti @ majhna, je koncno izplacilo igralca [ v
glavnem odvisno od izpladila igralca i’, medtem ko igralec i le malo vpliva na
izpladilo igralca i'. Za vrednost a@ = 0.5 obe izpladili igralcev (P; in P;r)
enakovredno vplivata na oba igralca (i in i") in evolucija igre je na obeh omreZjih (A
in B) statisticno enaka. Obratno velja, ko je vrednost @ med 0.5 in 1. Takrat se vlogi
igralcev i ini" obrneta in rezultati so popolnoma simetri¢ni rezultatom v primeru ko
je @ med 0in 0.5. V primeru, daje @ = 1 (@ = 0) je dinamika igre na omrezju A (B)
enaka igri na enoplastnem izoliranem omrezju, medtem ko igro na omrezju B (A)
popolnoma dolocajo izplacila igralcev na omrezju A (B).

Evolucija strategij poteka, enako kot na enoplastnem omrezju, v skladu s proceduro
Monte Carlo simulacij. Potem, ko nakljucno dolo¢imo igralca i na plasti A, enega od
njegovih najbliZjih sosedov j in pripadajoca igralca i’ in j' na drugi plasti B, sledi
izracun prpadajocih izplacil in funkcij koristnosti. Ce upostevamo, da je prenos
strateglj mozen samo med sosedi na istem omrezju, potem igralec [ prevzame
strategijo igralca j z vetjetnostjo, ki jo definira Fermijeva funkcija (enacba 2). Prenos
strategije med igralcema i’ in j' je izveden na podoben nadcin, le da uporabimo

pripadajoce vrednosti funkcij koristnosti Uy in Ujr.
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OmreZje A

O

OmreZje B

Slika 2: Shematski prikaz igre javnih dobrin na dvoplastnem soodvisnem omrezju. Igralec 7 na
omrezju A igra igro javnih dobtin s svojim direktnim sosedom ;. Njegovo izplacilo je odvisno tudi od
izplaéila njegovega partnetja 7 na omrezju B, ki igra igro javnih dobrin s svojim direktnim sosedom /.

Soodvisnost med omreZjema A in B je vpeljana preko funkcije koristnosti, definirane z enacbo 3.
Vir: (Duh, 2024)

5 Rezultati

Najprej smo simulirali igro javnih dobrin na najbolj osnovni interakcijski mrezi, na
regularnem kvadratnem omrezju, kjer ima vsak igralec natanko 4 najblizje sosede
(slika 3a). Graf na sliki 3b prikazuje ravnovesni delez kooperatorjev (p¢) v odvisnosti
od normiranega sinergijskega faktotja (R/G). Rezultati Monte Catlo simulacij so bili
pridobljeni na mrezi z N = 160000 vozlis¢i in petiodicnimi robnimi pogoiji.
Ravnotezni delez kooperatorjev je bil dolocen s povprecenjem zadnjih 1074
ponovitev po 10”5 Monte Catlo korakih, ko je sistem Ze v ravhovesnem stanju. Na
sliki 3¢ so prikazane barvno kodirane 2D krajevne slike igre javnih dobrin za tri
vrednosti normiranega sinergijskega faktotja (A: R/G = 0.7, B: R/G = 0.75 in C:
R/G = 1.0). Kooperatotji so oznaceni z modro, defektotji pa z rdeco batvo. Za
majhne vrednosti sinergijskega faktorja v sistemu obstajajo samo defektorji. Pri
vrednostt R/G = 0.75 pa zacnejo kooperatotji tvoriti znacilne skupke, znotraj
katerth si lahko med sabo pomagajo in se Scitijo pred defektorji. Z vecanjem
sinergijskega faktotja je delez kooperatotjev vedno vedji in pti vrednosti R/G = 1.1

kooperatotji v sistemu povsem prevladajo, defektotji pa izumrejo.
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Slika 3: Igra javnih dobrin na regularnem kvadratnem omreZju. a) Shematski prikaz regularnega
kvadratnega omreZja, kjer ima vsak igralec natanko 4 najblizje sosede. b) Ravnovesni delez
kooperatotjev v odvisnosti od normiranega sinergijskega faktorja. ¢) Barvno kodirane 2D krajevne
slike igre za tri vrednost normiranega sinergijskega faktotja (A: R/G=0.7, B: R/G=0.75 in C:
R/G=1.0).

Vit: lasten

V nadaljevanju smo raziskavo razsirili na podrocje kompleksnih omrezij, ki podajajo
realnejsi opis interakcij med posamezniki in igro javnih dobrin postavili na nakljucno
omrezje, vpeto v hiperboli¢ni prostor. Interakcijske mreze smo generirali s pomocjo
modela preferenénega povezovanja (Zuev in drugi, 2015). Na sliki 4a je prikazano
nakljuéno omrezje, vpeto v hiperbolicni prostor, katetega vrednost mreznega
patametra ustreza 8 = 0.17. S spreminjanjem parametra [, ki kontrolira
porazdelitev Stevila povezav posameznih vozlov, lahko genetiramo omrezja z
razlicnimi stopnjami heterogenosti, ucinkovitosti in grucavosti. V modelu smo
uporabili omrezje z N = 10000 igralci, na sliki pa je za lazjo ponazoritev prikazanih
le 250 vozlov. Za dolocitev ravnovesnega deleza kooperatorjev smo povprecili
zadnjih 10™4 ponovitev po prehodnem obdobju 1075 ¢asovnih korakov Monte
Carlo. Poleg tega smo koncne rezultate povprecili 10 do 100-krat za vsak set

parametrov.
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Najprej smo raziskali, kako parameter ff vpliva na razvoj kooperacije v igti javnih
dobrin. V ta namen smo generirali omrezne arhitekture za razlicne vrednosti tega
parametra. Kot je razvidno iz slike 4b, je razvoj kooperacije bolj verjeten v
heterogenth omrezjih kot v homogenih omrezjih. Bolj kot je omreZzje homogeno, tj.
vedji kot je parameter f8, vedje vrednosti notmaliziranega sinetgijskega faktotja R /G

rabimo, da kooperatotji prezivijo in kasneje tudi prevladajo.

S takim modelom omrezja se sicer dobro priblizamo opisu realnih omrezij, ampak v
njem ne upostevamo casovne dinamike realnih omrezij. V vecini realnih situacij se
namrec¢ posamezniki lahko premikajo in pri tem spreminjajo svojo mrezo interakcij.
Mobilnost je ena od kljuénih znadilnosti druzbenih in bioloskih sistemov ter ima
pomembno vlogo pri preucevanju evolucijskih iger. Medtem ko Zivali iScejo
primerne habitate z optimalno koli¢ino hrane, se ljudje selimo zaradi izboljsanja
zivljenjskega standarda, kariernih priloznosti, vzpostavljanja socialnih povezav in
drugih osebnih razlogov. Da bi razumeli vpliv mobilnosti na razvoj sodelovanja, so
raziskovalci predlagali razlicne modele mobilnostt (Perc in drugi, 2013). V
naslednjem koraku smo tako model igre javnih dobrin nadgradili s korakom mesanja
igralcev. Korak mesanja izvedemo po vsakem zaklju¢enem m-tem Monte Carlo
koraku. Znotraj enega koraka mesanja ima igralec U v povprecju enkrat moznost
zamenjati svojo pozicijo z drugim igralcem z. Ce je npr. frekvenca mesanja m = 2,
to pomeni, da bomo po vsakem drugem zakljucenem Monte Carlo koraku menjali
N naklju¢no izbranih parov igralcev, kjer je N Stevilo vseh igralcev na dani
interakcijski mrezi. Manjsa kot je torej vrednost parametra M, vecja je frekvenca
mesanja. Posamezne pare igralcev, ki zamenjajo svoj polozaj, lahko doloc¢imo na
razlicne nacine. En nadin izbire je glede na stopnjo povezanosti oziroma Stevilo
povezav izbranega igralca na omrezju. Tako pti asortativhem mesanju naklju¢no
izbran igralec U zamenja svoj polozaj z igralcem z, ki ima podobno Stevilo povezav
(izbran igralec menja polozaj z igralcem, ki je na podobni radialni oddaljenosti). Pri
disasortativhem mesanju pa polozaj zamenjata igralca, ki se razlikujeta v $tevilu

povezav (na primer igralec na robu diska zamenja mesto z nekom blizu centra diska).

Na sliki 4c so prikazani rezultati asortativnega (levi panel) in disasortativnega
mesanja (desni panel), za devet razlicnih frekvenc mesanja na naklju¢nem omrezju,
vpetem v hiperbolicni prostor, katerega mrezni parametra 8 ustreza vrednosti f =

0.17. Izkaze se, da oba tipa mesanja zavirata razvoj sodelovanja, a je vpliv
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disasortativhega mesanja vedji v primerjavi z asortativnim mesanjem. Vedja kot je
frekvenca mesanja (manjsa kot je vrednost parametra M), vecja vrednost
normaliziranega sinergijskega faktotja R/G je pottebna, da kooperatotiji prezivijo.
Tako se npr. evolucijska dinamika sistema, kjet igralce mesamo s frekvenco m =

256, bistveno ne razlikuje od sistema brez mesanja igralcev.
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Slika 4: Igra javnih dobrin na naklju¢nih omreZjih, vpetih v hiperboli¢ni prostor. a) Shematski prikaz
nakljucnega omreZja, vpetega v hiperboli¢ni prostor, za vrednost mreZnega parametra § = 0.17. b)
Tgra javnih dobrin na razli¢no heterogenih nakljucnih omreZjih, vpetih v hiperboli¢ni prostor.
Prikazanih je Sest razli¢nih omresdj generiranih z razliénimi vrednostmi parametra f3. Manjii kot je ta
mreZni parameter, bolj je omreZje heterogeno. ¢) Rezultati asortativnega (levi panel) in
disasortativnega mesanja (desni panel), za devet razlicnih frekvenc mesanja na naklju¢nem omreZju,
vpetem v hiperboli¢ni prostor, katerega mreni parametra 8 ustreza vrednosti g = 0.17.

Vir: (Duh, 2024)
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Da bi se ¢imbolj priblizali opisu realnih omrezij, smo nadalje preucevali razvoj
sodelovanja v igri javnih dobrin na dveh soodvisnih omrezjih, pti cemer vsaka plast
predstavlja naklju¢no omrezje, vpeto v hiperbolicni prostor. Soodvisnost med
dvema omtezjema smo vpeljali s funkcijo koristnosti, ki smo jo predstavili v 3.
poglavju. Medmrezne povezave med omrezjema smo dolocili tako, da je vsak igralec
na omrezju A povezan s svojim najblizjim sosedom na omrezju B. Shematska
predstavitev takega modela mreZze je prikazana na sliki 5a. Za ponazoritev je
prikazanih le 40 vozlis¢ na posamezni plasti, Ceprav smo v simulacijah uporabili za
eno mrezo N = 2500 vozlis¢. Za dolocitev ravnovesnega deleza kooperatotjev smo
povpredili zadnjih 10”4 ponovitev po prehodnem obdobju 10™5 casovnih korakov
Monte Carlo. Poleg tega smo koncne rezultate povprecili na podlagi 400 neodvisnih
zagonov za vsak niz vrednosti parametrov (20 razlicnih zacetnih pogojev in 20
razlicnih topologij mrez).

Na sliki 5b je prikazan ravnovesni delez kooperatorjev (p¢) v odvisnosti od
normalizitanega sinergijskega faktotja (R/G), pridobljen na dveh soodvisnih mrezah,
vpetih v hiperboli¢ni prostor, generirani z parametrom rasti f = 0.17. Vrednost
parametra pristranskosti, ki doloca soodvisnost med omrezjema, je @ = 0.01. Rdeca
krivulja s krogci prikazuje rezultate igre na omrezju A, medtem ko modra krivulja s
pravokotniki prikazuje rezultate igro na omrezju B. Za a = 0.01je razvoj
sodelovanja na omrezju A v glavnem (99%) odvisen od izplacil igralcev na omrezju
B, medtem ko je razvoj sodelovanja na omrezju B skoraj identi¢en razvoju
sodelovanja na izoliranem naklju¢nem omrezju, vpetem v hiperboli¢ni prostor (Dubh,
Gosak in Perc, 2021). Kooperatorji na omrezju B popolnoma prevladajo za
vrednostt R/G > 0.6, medtem ko na omrezju A za nobeno vrednost R/G ne

prevlada nobena od strategij.

V naslednjem koraku smo v model uvedli naklju¢no mesanje igralcev, pri cemer
zamenjamo pozicije nakljuéno dolocenim parom igtralcev, ne glede na njihovo
pozicijo na hiperboli¢nem disku in s tem neodvisno od stopnje povezav posameznih
igralcev. Mesanje igralcev izvedemo na eni (A ali B) in na obeh (A in B) omrezjih.
Rezultati so predstavljeni na sliki 5c. Na levem panelu so prikazani rezultati igre na
omrezju A, na desnem panelu pa rezultati igre na omrezju B. Podobno kot na sliki
5b, so rezultati pridobljeni na dveh soodvisnih mrezah, vpetih v hiperbolicni prostor,
generirani z parametrom rasti f = 0.17, vrednost parametra pristranskosti pa je

a = 0.01. Naklju¢no mesanje vpeljemo po vsakem 10-em Monte Carlo koraku, pri
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cemer zamenja svoj polozaj N nakljuéno izbranih parov igralcev. Vidimo, da uvedba
nakljuénega mesanja igralcev samo na omrezju A (temno modra linija s pravokotniki)
nima vpliva na razvoj sodelovanja na omrezju B. To je razumljivo, saj izplacila
igralcev omrezja A skorajda nimajo vpliva na igro na omrezju B. Mesanje na omreZju
A pa premakne kriticno vrednost normaliziranega sinergijskega faktorja, nad katero
se pojavijo koopetatotji, k visjim vrednostim R/G in poveca stopnjo uspesnosti

koopetatotjev na omrezju A.

Ko uvedemo mesanje igralcev samo na omrezju B (polna oranzna linija s trikotniki),
so rezultati Se bolj presenetljivi. Rezultati kazejo na to, da mesanje na omrezju B
oslabi evolucijsko uspesnost kooperatorjev na tem omrezju, medtem ko jo spodbuja
za dolocene vrednosti normaliziranega sinergijskega faktorja R /G na omrezju A. Ko
je normaliziran sinergijski faktor dovolj velik, kooperatotji popolnoma prevladajo,
cesar pa ni mogoce dosedi brez uvedbe mesanja na tem omrezju. MeSanje igralcev
na obeh omrezjih A in B (polna roznata linija z obrnjenimi trikotniki) privede na
omrezju A do skoraj enakih rezultatov kot mesanje samo na omrezju A. Podobno
so rezultati na omrezju B so skoraj enaki rezultatom, pridobljenim z mesanjem samo

na plasti B.
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Slika 5: Igra javnih dobrin na dveh nakljuénih omreZjih, vpetih v hiperboli¢ni prostor. a) Shematski
prikaz dveh soodvisnih naklju¢nih omreZjih, vpetih v hipetbolicni prostor. b) Ravnovesni deleZ
kooperatotjev v odvisnosti od normaliziranega sinergijskega faktotja, pridobljen na dveh soodvisnih
mreZah, vpetih v hiperboli¢ni prostor, ki sta generirani z parametrom rasti § = 0.17 in parametrom
pristranskosti je a = 0.01. ¢) Uvedba nakljucnega mesanja igralcev na eni ali obeh plasteh. Levi panel
predstavlja rezultate pridobljene na omreZju A, desni panel pa rezultate pridobljene na omreZju B.
Vir: (Duh, 2024)
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6 Zakljucek

Sodelovanje je eden kljucnih temeljev uspesnega delovanja druzbe, saj omogoca
udinkovito refevanje skupnih izzivov. Ceprav smo kot posamezniki unikatni, nase
obnasanje v velikih skupinah postane napovedljivo. Statisticna fizika omogoca
razumevanje taksnih kolektivnih pojavov, ki nastajajo zaradi interakcij med
posamezniki, podobno kot to opisujemo pri delcih v snovi. Klju¢no orodje tovrstnih
raziskav je evolucijska teorija iger, pri Cemer se za preucevanje obnasanja v skupinah
vecjega stevila oseb oziroma skupinskih interakcij najpogosteje uporablja igra javnih
dobrin.

V prispevku smo raziskali evolucijo kooperacije v igri javnih dobrin na razli¢nih
interakcijskih mrezah. Kombinirali smo napredne metode s podrodja znanosti o
omrezjih, evolucijsko teorijo iger in orodja statisticne fizike, kot so Monte Carlo
simulacije in teorija faznih prehodov. Osredotocili smo se na vpliv kompleksnih
vecplastnih interakcij, s katerimi se ¢imbolj priblizamo opisu realnih omrezij in kot

nadgradnjo v model vnesli mesanje oziroma mobilnost igralcev.

Rezultati raziskave kazejo, da so metode statisticne fizike in teotije grafov zelo
primerne za analizo socio-ckonomskih problemov in omogocajo vpogled v
razumevanje obnasanja posameznikov v skupnosti, kar je klju¢no za oblikovanje
politik in institucij, ki spodbujajo sodelovanje ter ustvatjajo ucinkovite resitve za
skupne izzive, kot so varstvo okolja, zdravstveno vatstvo ali izobrazevanje. Poleg
tega evolucijska teorija iger omogoca analizo strategij in njihovega razvoja skozi cas,
kar je $e posebej pomembno pri nacrtovanju strategij v trznem okolju in pri
oblikovanju politik za spodbujanje konkurencnosti in inovacij. Razumevanje
dinamike iger javnih dobrin je kljuéno tudi za ocenjevanje ucinkovitosti institucij in
politik. To omogoca oblikovanje bolj u¢inkovitih politik, ki spodbujajo sodelovanje
in ustvarjajo pozitivne ucinke za celotno druzbo. Nadgradnje dosedanjih modelov,
ki smo jih vpeljali v naso studijo in zaobjemajo kompleksne vecplastne interakcije in
razlicne migracije igralcev so znacilnosti, ki krojijo kolektivno vedenje Stevilnih
realnih socio-ekonomskih sistemov. Nase ugotovitve tako pomembno prispevajo k
razvoju tega podrodja in vodijo do boljsega razumevanja vedenjskih vzorcev takih

sistemov.
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